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  چكيده
    در نظريه( rensaK) به تحقيق در وجود جواب هاي دقيق ناهمسانگرد از نوع كسنر پايان نامه اين
مدل هاي بررسي شده در حالت كلي تابعي از سه كميت . در خلاء پرداخته است گرانش هاي مرتبه بالاتر
 در واقع ابعتو، جملات غالب بسط اين گيدر نزديكي تكين. هستند νμβαRνμఉఈRو  νμRνμR، ܴاسكالر 
ار نشان دادن مقد، جهت  ఋାଵܴبه صورت  عملاً) ௡ܴبر حسب توان هايي از سه كميت فوق به شكل 
در بررسي انجام شده . دنمي باش ୬ሻνμβαRνμఉఈRሺيا  ୬ሻνμRνμRሺ، (هيلبرت-انحراف از كنش اينشتين
يافت مي  كسنري يهمواره جواب ها ୬ሻνμRνμRሺو  ௡ܴنشان داده شده است كه در مدل هايي از نوع 
. ه استيافت نشدنوع كسنر  اما در مدل هايي از نوع سوم جواب هاي نا همسانگرد فيزيكي از. شود
 ننشان داده شده است كه همواره ايو  ماده مورد بررسي قرار گرفتههمچنين رفتار اين مدل ها در حضور 
ولي چنين اعتباري براي برخي جواب ها در حضور  ،هستندماده نسبيتي باشد معتبر كه حل ها در شرايطي 
نشان در حالت خلاء بررسي شده و  ஔାଵRبراي مدل  شرايط انرژي ضمناٌ. ماده غير نسبيتي وجود ندارد
. اعمال مي كنند δروي  يقيد (قوي و غالب ،ضعيف، تهي)نرژي چهار شرط ااعمال كه  داده شده است
ين شرط منجر به در مدل ويژه ما نقض ا .در يك انبساط شتاب دار شرط انرژي قوي نقض مي شود معمولاً
كه شرط انرژي قوي در اين  ايجاب مي كند اين جواب غير فيزيكي لذا. منفي شدن چگالي انرژي مي شود
همچنين در  .اين يعني انبساط ناهمسانگرد با يك شتاب كند شونده همراه است كه ،مدل بايد ارضاء شود
معادله حالتي كه بدست مي آيد از نوع تابش  ،با تعريف يك چگالي انرژي و فشار براي هندسهحالت خلاء 
كه متريك كسنر مي تواند حتي با وجود  نشان مي دهد نتيجه اين كار به همراه بررسي شرايط انرژي .است
  .نسبيتي يك حل تقريبي خوب باشد نسبيتي و بسيار تقريباًماده 
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  مطلع
    يكي از پر كاربرد ترين نظريه هايي است كه امروزه در برنامه كاري گرانش هاي مرتبه بالاتر نظريه 
ن جملاتي به شكل توابعي از با اضافه كرد معمولاًدر اين نظريه ها . فيزيك دانان نظري قرار گرفته است
هيلبرت سعي بر ارائه -نريچي و يا ناوردا هايي از تانسور ريچي و تانسور ريمان به كنش اينشتي اسكالر
. شناسي استاندارد را تا حد امكان بر طرف كنند كيهانمدل هايي مي شود كه بتوانند مشكلات موجود در 
. يكي از كاربرد هاي اين نظريه استفاده از مدل هاي متنوع در توجيه انرژي تاريك و ماده تاريك است مثلاً
در عين  شناسي در معادله اينشتين بود كه  كيهانثابت  اولين گزينه اي كه براي انرژي تاريك معرفي شد
مشكل اول بسيار كوچك بودن چگالي اندازه گيري شده اين ثابت . مشكلاتي چند را در پي داشتحال 
مشكل بعدي اين است كه چرا اين چگالي از مرتبه چگالي اندازه گيري شده ماده در عالم امروز . است
اين . است نضريه معرفي شده به آن جواب دهد مسأله ثابت كيهان شناسي از مشكلات مهمي كه بايد. است
مسأله مي گويد چرا مقدار پيش بيني شده براي اين ثابت در كيهان شناسي با مقدار محاسبه شده آن از 
براي حل اين گرانش هاي مرتبه بالاتر نظريه . نظريه ميدان هاي كوانتومي اختلاف قابل ملاحظه اي دارد
  .هم مورد استفاده قرار گرفتند مشكلات
در اين فصل . معرفي گرانش هاي مرتبه بالاتر را ارائه مي كند مقدمه اي كوتاه در اين پايان نامه فصل اول
به صورت خيلي گذرا به تاريخچه شگل گيري اين نظريه مي پردازيم و تا حدي از ضعف ها و نقاط قوت 
كه فرمول بندي لاگرانژي دارند، اولين مساله اي كه مورد در تمام نظرياتي .اين نظريه صحبت مي كنيم
و در نهايت از اين معادلات مي توان پاسخ هاي مدل  ،خراج معادلات حركت استتبررسي قرار مي گيرد اس
هاي متفاوت در استخراج معادلات ميدان حاصل از كنشي  رهيافتاز اين رو با توجه به . را بدست آورد
. مي شود اسحسا 1ه مطالعه روي مرسوم ترين اين روش ها يعني روش هاي وردشيمعين در مساله نياز ب
روش هاي مختلفي براي استخراج معادلات ميدان وجود دارد كه پر استفاده ترين آنها در نظريه گرانش هاي 
مرتبه بالاتر به ترتيب روش وردش متريكي، و وردش پالاتيني است روش ديگري نيز وجود دارد كه معادل 
در فصل دوم به طور خلاصه اصول . با روش متريكي است با اين تفاوت كه الگوي مشخصي ارائه مي كند
  .سه روش وردشي  با ذكر مثال هايي توضيح داده خواهد شداين 
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همواره بعد از بدست آوردن معادلات ميدان به منظور برآوردي از ميزان  گرانش هاي مرتبه بالادر نظريه 
رده شدن بعضي توانمندي مدل در تطابق با اطلاعات  بدست آمده از مشاهدات رصدي، يا نياز به برآو
الزامات فيزيكي، و يا ارائه روشي براي جايگزين كردن اين گونه مدل ها بجاي مدل هايي با نا هم خواني ها 
گفته مي شود معادلات ميدان  اصطلاحاً. ته آزمايش قرار مي گيرندو مشكلات بيشتر، اين مدل ها در بو
محدود  ي جامع تر رامدل ها ،مقيد كردن مختلف در واقع روش هاي. توسط برخي روش ها مقيد مي شوند
و اين روشها در واقع بازه هايي مجاز  اراي يك يا چند متغير آزاد هستند،اين مدل ها د معمولاً. تر مي كنند
در فصل سوم و چهارم . دنا محدودتر مي شوبراي اين متغير ها بدست مي دهند و به عبارتي مدل ه را
در . يكي از اين روش ها استفاده از شرايط انرژي است. ارائه مي گرددروشهايي براي مقيد سازي معادلات 
ند نند هر يك از اين شرايط انرژي را ارضاء كنبتوا هايي كه مدل كه فصل سوم توضيح داده خواهد شد
در اين فصل در مورد اين قيد ها صحبت مي  .ندنند قيد هايي را روي متغير ها تحميل كنچگونه مي توا
  .كنيم
بيني پارامتر هاي مجهول  مقايسه نتايج بدست آمده از پيش اي ديگر مقيد سازي معادلات ميدانش هاز رو
يكي از پارامتر هايي كه رسم منحني  مثلاً. است بدست آمده از مدل با نتايج 1هاي رصدي در آزمايش
اهميت در حقيقت . هاي رصدي است منحني چرخش كهكشان ها است آزمايشمربوط به آن جزء برنامه 
با اين . را در آن ها مشاهده كرد 3در آن است كه مي توان اثرات ماده تاريك 2منحني چرخش كهكشاني
مي تواند به توضيح، اينكه منحني چرخش به متغير آزاد مدل وابسته شود به اين معني است كه ماده تاريك 
معادلات ميدان را مي  .دارد انتهاي فصل چهارم مروري كوتاه به اين موضوع. اثرات هندسي وابسته شود
به . مقيد نمود 4پارامتر شتاب كاهشي مثلاًگي و يا د، درخشنعالمبدست آوردن روابطي براي عمر  باتوان 
  .اين موضوعات در اواسط فصل چهارم پرداخته مي شود
مدل هايي  استفاده از آن به عنوان مدلي جايگزين براي ترانش هاي مرتبه بالارگ نظريهيكي از كاربرد هاي 
در برخي مدل ها براي  مثلاً. توضيح برخي مساله ها دارند دراست كه داراي مشكلات و نقايص بيشتري 
     با اين وجود در. نيشتن استفاده مي كننديشناسي در معادله ا كيهانحل مساله انرژي تاريك از ثابت 
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به اين  مدر ابتداي فصل چهار. نسبت دادانرژي تاريك را مي توان به خود هندسه گرانش هاي مرتبه بالاتر 
  .موضوع پرداخته ايم
يك متريك  موسوم به دقيق معادلات اينشتين را كهحل هاي  زيكي ا( rensaK .E)كسنر  5291در سال 
اين حل با داشتن دو قيد روي متغير هاي  .است بدست آورد اولناهمسانگرد از نوع متريك بيانكي نوع 
يك ويژگي مهم اين متريك اين است كه اين متريك داراي يك . متريك داراي يك درجه آزادي است
در فصل آخر اين مساله در نظريه گرانش هاي مرتبه بالاتر بررسي . است 0 ൌ ݐتكينگي زمان گونه در 
فصول سوم و چهارم يكي از روش هاي مقيد سازي از  عنوان كاربرديبه  پايان نامه در ادامهو  شده است
  .بكار برده ايم ఋାଵܴيعني روش شرايط انرژي را براي مدل 
به اين صورت است كه تمامي شاخص ها اعم از لاتين و  تمام فصل هاي پايان نامهقرارداد نوشتاري در  
بقيه روابط طبق . است ( -)+ + + نشانگان متريك به صورت  ني مقادير صفر تا سه را مي پذيرند ويونا
  .مي باشد onrevnI`dقواعد نوشتاري كتاب 
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  فصل اول
گرانش هاي مرتبه مقدمه اي بر نظريه 
  1تربالا
  
  
با مطالعه اين نظريه از ابتداي . دراين فصل به بررسي اجمالي نظريه گرانش هاي مرتبه بالاتر مي پردازيم
  .مي توان به سودمندي آن پي برد نقاط ضعف و نقاط قوت اين نظريه  و آگاهي از برخي شكل گيري آن
علاوه بر موفقيت هاي نظريه گرانشي اينشتين، به اين نظريه مي توان تنها به منزله يك گام به طرف يك 
حتي موفقيت هاي . نگريستجامع و كامل تر، به دليل مشاهده ضعف هايي در اين نظريه ساختاري  نظريه
  .قبلي اين نظريه داراي مشكلاتي عميق و اساسي مي باشد
شكست در بنا نهادن يك نظريه  .[1]اين نظريه نتوانسته است نظريه وحدت يافته طبيعت را بدست دهد مثلاً
ش كوانتومي از گرانش، پرسش هايي اساسي در ساختار خود اين نظريه مطرح مي كند و از اين رو  تلا
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 عمدتاًگرايش فعاليت هاي اخير به سمت اين موضوع . [2]براي يافتن نظريه هاي جايگزين را القاء مي كند
ان آنها مي توان به با اميد به شكل دهي تحقيقاتي منسجم در اساس و بنياد اين نظريه صورت گرفته كه در مي
خلاصه به توضيح هر يك از تغييرات فوق  به طور. اشاره كرد زمان- ابعاد و نيز در ديناميك فضا تغييراتي در
در مورد گرانش بكار برده شود ديده مي شود كه انتگرال كنش  1اگر اصل ناوردايي عمومي  .[3]مي پردازيم
مفاهيم  .بايد كميتي ناوردا باشد كه در واقع قيدي است كه توسط اين اصل روي كنش تحميل مي شود
است، او اولين كسي بود كه لزوم ناوردايي عمومي كليه  2هيلبرتعميق در اين باره مرهون تلاش هاي 
يك ارتباط  استفاده از اصل كنش و اصل ناوردايي عمومي،. بكار گرفت 3قوانين فيزيك را در اصل وردشي
 عمدتاًتغيير در ديناميك . به عنوان اتحاد هاي ذاتي، مجاز مي داندرا  ءبين اصول تقارن و قوانين بقا مستقيم
 سازوكاربا اين وجود، در نسبيت عام هنوز ارتباط بين . يك سيستم بدست مي آيد لاگرانژيغيير با ت
  .فيزيكي، موضوعي باز در مباحثات است الزاماتبرهمكنش ها و  لاگرانژي
هاي ساخته شده از جملات درجه دوم تانسور  لاگرانژيمبتني بر  اسكالر، معادلات ميدان لاگرانژيدر بين 
اين نظريه ها به دلايل گوناگون در  .خمش، همواره در نظريه گرانش از محبوبيت خاصي برخوردار بوده اند
اين نظريه ها در دو دهه اخير با استقبال فراواني مواجه  .[3]حوزه هاي مختلف فيزيك نظري وارد شده اند
 در اين مورد، .به جهت حل مسائلي چند در كوانتيزه كردن گرانش پيشنهاد شدند عمدتاًشدند، زماني آن ها 
در راستاي متحد  [5]5لواي و[ 4]4ادينگتوناولين ايده ها به روز هاي اوليه تولد نسبيت عام در تلاش هاي 
  .[7،6]به ثمر نرسيدند، اين تلاش ها با اين همه. ومغناطيس بر مي گرددكردن گرانش با الكتر
جملات مربعي از خمش در چهار بعد به عنوان اسكالر  فقط با كنش هايي ساخته شده [9]7لنچسو  [8]6خبا
اتخاذ شده بود، كه اين ايده اصل ناوردايي يل او از ايده رهيافتدر واقع اين . ردندهاي ناوردا را بررسي ك
صرف ) xସdgെඥଶR ׬آنها از كنش . ثابت است همديسبا ضريب  9همديستحت تبديلات  8پيمانه اي
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دو . [01]قاد قرار گرفتمورد انتبه طور جدي  رهيافتبا اين وجود اين . استفاده كردند (نظر از يك ثابت
ها به طور مجانبي  لاگرانژيمتريك مبتني بر اين  اولاًها عبارت اند از اينكه  لاگرانژيايراد عمده عليه اين 
عدم توافق با مشاهدات بعد از اضافه شدن ماده به  ثانياً ،در فواصل دور به متريك تخت تبديل نمي شود
در اين حوزه از فعاليت ها اصلاحي  پيشنهادات. در نتيجه اصلاحاتي در اين رهيافت لازم شمرده شد .مساله
در واقع پس از . تا قبل از دهه هفتاد خيلي فعال و پيشرو نبودند مثبت با وجود  بدست آمدن برخي نتايج
شايد . نتيزه كردن نسبيت عام در دهه شصت، در اين نظريات پيشرفت هايي حاصل شداقداماتي در پي كوا
هاي غير خطي، مشخصه  لاگرانژيانگيزه هاي مجاز رياضي جهت آزمودن نظريه هاي گرانشي مبتني بر 
را باقي مي گذارد، يعني وابستگي تانسور  اصلاحاتيپديده شناسي نظريه اينشتين بوده كه مجال يك چنين 
  .اينشتين به مشتقات متريك و ملاحظاتي در راستاي افزايش ابعاد لاگرانژينشتين و اي
، سر نخ ملاحظات ابعادي و وارد كردن جملات شامل مشتقات متريك در لاگرانژي اينشتيندر حقيقت 
اينشتين عمومي ترين  لاگرانژي. هايي هستند كه مي توان در راستاي تعميم معادلات اينشتين بكار برد
مرتبه دوم مجاز از ديد اصل ناوردايي عمومي نيست، از منظر اين اصل تعميمات بعدي مي تواند  لاگرانژي
متشكل ازمشتقات بالاتر   لاگرانژياسكالر عام يك  لاگرانژيتا حد اكثر هر مرتبه اي انجام شود و يك 
 .[3]متريك است
كه نشان داد شده است كه نظريه اينشتين در اينشتين اينجاست، با اين لاگرانژيتعميم عطف نياز به  هنقط
يعني اين نظريه )در ميدان هاي گرانشي ضعيف موفق ظاهر مي شود  مثلاًحوزه پديده هاي فيزيكي عادي 
 ناشي مي شود آنجا ، ولي اشكال اصلي كار(زماني قابل كاربرد است كه خمش فضا زمان خيلي زياد نباشد
و اين به ويژه به زمان هاي  ،كه مقياس ها بسيار كوچك باشند وقتي، يعني كه خمش قابل توجه مي شود
  ، و در چنينبه بيان ديگر زماني كه مقياسها از مرتبه طول پلانك باشند. بر مي گردد عالماوليه تحول 
در چنين فواصلي حتي افت و خيز هاي . بسيار نا محتمل استليدسي قساختار توپولوژيكي ا قياس هاييم
تحميل  عالمتغير را در ساختار توپولوژيكي ميك ديناميك  احتمالاً هرانش آنقدر شديد است ككوانتومي گ
- ، فراسوي لاگرانژي اينشتينهاي تعميم يافته لاگرانژيدر نظر گرفتن  احتمالاًبنا بر اين . [11]مي كند
  .، كوششي بي فايده نباشدهيلبرت به عنوان نظريه هاي جايگزين
 ٧    
 
يك پارچه بودن فيزيك بايد طبق اصل تطابق حفظ شود، يعني در هر نظريه  كهموضوعي ديگر اين است 
ذكر  ههمان طور ك. جديد، نظريه قبلي بايد به عنوان يك حالت حدي از نظريه جامع تر جديد حفظ شود
يك . [01]شد نظريه هاي گرانشي مبتني بر تنها جملات مربعي خالص با انتقاد هاي شديد مواجه شدند
را بدست دهد، بلكه بايد معادلات صحيحي  عالمنظريه گرانشي نه تنها بايد رفتار صحيحي از ديناميك كل 
بنا براين شخص بايد انتظار داشته باشد كه نسبيت عام به عنوان حالت . از تحول ستاره اي را نشان دهد
راي حوزه كاري نظريات مرتبه بازه مجاز انرژي ب مورددر . گرانشي غير خطي حفظ شود حدي از نظريات
نياز براي  در ذرات بنيادي به نظر مي رسد كه انرژي مورد 1بالاتر لاگرانژي بايد گفت كه در نظريه وحدت
تنها  عالمواضح است كه زمان هاي اوليه تولد . باشد VeGହଵ01آزمودن اين نظريه حداقل از مرتبه هاي 
اقلي براي حدمقدار  ،ستانداردا پيش داوري هايدر واقع . شدها مي با نظريهاين  آزمايشمجال مناسب براي 
  . پيش گويي مي كندمشاهده اثرات كوانتومي، انرژي براي 
قدرت اثرات كوانتومي برهم كنش هاي گرانشي نبايد محسوس باشند مگر اينكه فواصل مورد بررسي در 
شناسي نخستين لحظات  كيهانبا  طبيعتاًپس پرسش در مورد گرانش كوانتومي . مسئله از مرتبه پلانك باشند
در ارتباط با اصل تطابق بايد گفته شود اين اثرات در حالت حدي لاگرانژي . [21]در ارتباط است عالمتولد 
  .كمتر از انرژي پلانك باشد عالمبايد به طور كامل ناچيز باشند يعني زماني كه انرژي  خطيهاي غير 
 2ابر گرانش رهيافتمرتبه بالاتر بايد گفت كه اين نظريات نقشي اساسي در  لاگرانژيدر مورد نظريات با 
امروزه اين موضوع به خوبي شناخته شده است كه وقتي از گرانش اينشتين به عنوان . [31]ايفا مي كنند
 ،مي شود منجر 3 باز بهنجارش پذير فاده شود، اين نظريه به نظريه اي ناشروعي براي گرانش كوانتومي است
براي حل . زمان غيرقابل صرف نظر كردن باشد-هرچند اين اشكال موقعي سر باز مي زند كه خمش فضا
 -  نشان داده شده است كه كنش اينشتين ،كرد 4را باز بهنجار اين مشكل، يعني براي اينكه بتوان واگرايي ها
   لاگرانژيدر واقع نشان داده شده است كه . [41]تر خمش باشدبرت بايد شامل جملات از مرتبه بالاهيل
  ሻఉఈܴఉఈܴܾ ൅ ଶܴܽ ൅ ܴሺ ן ܮ  
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مرتبه  لاگرانژيعمومي ترين  را ارضا مي كند، 1نتوب-، و نيز قضيه گاوسكه حد نيوتوني مورد نياز را دارد
  .[51]را حل مي كندبهنجارش چهار بعد است كه مساله  دردوم 
مكان ديگري . كند مرتبه بالاتر را بازگو مي هاي لزوم استفاده از گرانش ،در نظريه اينشتين اشكالوجود اين 
هدف كاربرد فيزيك گرانش  بااين نظريه . است 2هيلبرت رنگ مي بازد، در نظريه ريسمان-كه كنش اينشتين
با انرژي كم كه گرانش را در سطح يك كنش موثر  را وارد كرده و مرتبه بالاتر ي ازكلاسيك جملات
  .بيان مي كند تشكيل مي دهدكلاسيكي 
در اينجا از چنين . شناسي نسبيتي اشاره كرد كيهانمي توان به  گرانش هاي مرتبه بالااز ديگر حوزه هاي 
   كه در برخي از حل هاي نسبيت عام وجود دارد استفاده 3لاگرانژي هايي براي اجتناب از ظهور تكينگي
نكته اشاره كرد، به علت  نمي توان به اي( ترمرتبه بالا ايه گرانش)از نقاط ضعف اين نظريه . [3]مي شود
   جملات مرتبه بالاتر خمش در لاگرانژي كه منجر به معادلات ميدان غير خطي از درجات بالاتر حضور
مي شود، يافتن جواب هاي غير بديهي بسيار مشكل مي شود و اين به نوبه خود استخراج تعبير هاي 
به ويژه اينكه تكنولوژي حال حاضر ممكن است به سختي بتواند . كل مي كندفيزيكي مناسب را دچار مش
  .اين تعابير را مورد آزمايش قرار دهد
نكته مهمي كه شايد خيلي به آن دقت نشود اين است كه جملات مرتبه بالاتر اغلب به عنوان تصحيحي به 
هيلبرت اضافه مي شود، ولي اين جملات نه تنها به معني اختلال در نظريه اوليه -لاگرانژي اوليه اينشتين
رايب كوچك، نظريه اي كاملا حضور آنها به عنوان جملات نا مقيد و مستقل حتي با ض واقعاًنيستند بلكه 
 .[71]متفاوت با نظريه اوليه بدست مي دهد
به عنوان جمع بندي مي توان گفت با توجه به كاربرد هاي نظريه گرانش هاي مرتبه بالاتر مثلا در نظريه 
ريسمان يا كيهان شناسي نسبيتي لزوم مطالعه اين نظريه به شكلي بنيادي احساس مي شود كه البته بايد 
  .ت به مشكلاتي كه ممكن است در كاربرد اين نظريه ايجاد شود محتاط بودنسب
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  فصل دوم
مرتبه  هاي اصول روش هاي وردشي در گرانش
  بالاتر
  
  
در طول اين صده اين موضوع مورد پذيرش  .اصول وردشي نقشي تعيين كننده در فيزيك بازي مي كنند
همگان قرار گرفته كه هر نظريه اساسي فيزيكي را مي توان به بيان يك كنش به شكل يك هاميلتوني و يا 
ت از طريق يك اصل فرمول بندي كرد، كه مي توان از طريق اين دو شكل به معادلات حرك لاگرانژييك 
  [.81]وردشي دست يافت 
امروزه ساخت . ر اين موضع به شكلي فراتر از يك قانون طبيعت پيشرفت كرده استدر طي چند دهه اخي
يك نظريه به اين معني است كه فرد شروع به نوشتن يك كنش ساخته شده از ميدان هاي موجود در نظريه 
-و ويژگي هاي تقارني به شكلي قطعه كند، حتي اگر دانش در مورد شكل دقيق و واقعي برهم كنش ها،
توسط ابزار هاي رياضي و فيزيكي مثل ناوردايي پيمانه اي، باز  لاگرانژيتعيين تابع . باشدقطعه 
  .بهنجارپذيري، ساده سازي و موارد ديگر انجام مي شود
 ٠١    
 
رو به رو مي در اصول وردشي در مواجهه با چگالي لاگرانژي مساله  رهيافتاز اين رو در گرانش با سه 
  .پالاتيني و ساختار مقيد مرتبه اولوردش  ،متريكي، وردش شويم
  متريكيوردش  1-2
 2تاويلوي سيها از نوع  1هموستارنيز گفته مي شود فرض مي شود  هيلبرتدر اين روش كه به آن وردش 
  .0 ൌ ஒ஑g µ׏: هستند يعني داريم
در روش . هاي لوي سيويتاست هموستاربا  ஒ஑g 4با متريك لورنسي ܯ 3خمينهزمان ما يك - پس فضا
  :وردش هيلبرت فرض مي شود چگالي لاگرانژي در حالت كلي تابعي از متريك و مشتقات متريك است
 ሻ … ,gଶ∂ ,g∂ ,gሺࣦ ൌ ࣦ  (1-2)
  :كه چگالي لاگرانژي عبارت است
 ܮ݃െඥ ൌ ࣦ  
بنا بر اين انتگرال كنش . است ஒ஑g دترمينان ماتريس تشكيل شده از مولفه هاي  ݃لاگرانژي مساله و  ܮكه 
  :بدين شكل خواهد شد
 ࣦΩସd ׬ ൌ ሿgሾܵ  (2-2)
  :عنصر انتگرال گيري عبارت است از
  ଷݔ݀ ר ଶݔ݀ ר ଵݔ݀ ר ଴ݔ݀ ൌ Ωସ݀  
       معادلات ميدان از اين شرط بدست. گرفته مي شود ܯ خمينهروي  ݑو اين انتگرال روي كل ناحيه 
با اين شرط مرزي كه متريك و مشتقات اول  ،ي پايا باشدمي آيند كه كنش فوق تحت وردش هاي اختيار
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را به شكل زير  ࣦاز چگالي لاگرانژي  ఉఈࣦ 1مشتق تابعي ،اين وردش. ثابت هستند ݑ߲آن روي مرز 
  :تعريف مي كند
 ஒ஑gߜఉఈࣦ Ωସd ׬ ൌ ሿgሾܵߜ  
ؠ ఉఈࣦ 
ࣦఋ
ಊಉ୥ఋ
 
–ز صفر بودن مشتق اولردلات ميدان امعا. لاگرانژ چگالي لاگرانژي مي نامند-را همچنين مشتق اولر ఉఈࣦ
  :لاگرانژ بدست مي آيد يعني
  0 ൌ ఉఈࣦ  (3-2)
وقتي . يمرا نام ببر ܴ݃െඥ ൌ ுாࣦهيلبرت به شكل -به عنوان مثال مي توانيم چگالي لاگرانژي اينشتين
اين محاسبه در جزئيات . ، معادلات خلاء اينشتين بدست مي آيداز اين روش وردش گيري استفاده كنيم
اين چگالي لاگرانژي، چگالي لاگرانژي مربوط به ماده هم اضافه كنيم  اگر در. بسياري از كتاب ها آمده است
ൌ Rஒ஑g ଶଵ െ ఉఈܴبه معادله 
஧
ଶ
  (شناسي كيهانبا فرض صفر بودن ثابت .)خواهيم رسيد ஒ஑T
  :مثال بعدي كنش زير است
  ሿଷࣦଷܿ ൅ ଶࣦଶܿ ൅ ଵࣦଵܿ ൅ ுாࣦሾΩସd ׬ ൌ ܵ  (4-2)
   هيلبرت شامل سه قسمت ديگر نيز -در اين حالت چگالي لاگرانژي علاوه بر قسمت مربوط به اينشتين
ها ناورداهاي مربعي از اسكالر ريچي ௜ࣦهر يك از . مي باشد
به شكل  4و تانسور خمش 3، تانسور ريچي2
  :زير هستند
 ଶܴ݃െඥ ؠ ଵࣦ  (الف- 5-2)
 ఉఈܴఉఈܴ݃െඥ ؠ ଶࣦ (ب- 5-2)
                                                            
 evitavired lanoitcnuf ١
 ralacs icciR ٢
 rosnet icciR ٣
 rosnet erutavruc ۴
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 ఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴ݃െඥ ؠ ଷࣦ (پ- 5-2)
و  4െ ൌ ଶܿ، 1 ൌ ଵܿبونت با ضرايب -تركيبي معروف از اين سه جمله همان تركيب گاوس مثلاً
  .است 1 ൌ ଷܿ
  :لاگرانژ سه چگالي لاگرانژي فوق به ترتيب عبارت است از-مشتق اولر
ଵࣦ  
ఉఈ
ሾ݃െඥ ൌ
ଵ
ଶ
 ሿR஝׏µ׏஝µgஒ஑g2 െ Rஒ׏஑׏2 ൅ ஒ஑RR2 െ ଶRஒ஑g
ଶࣦ 
ఉఈ
ሾ݃െඥ ൌ
ଵ
ଶ
െ ஒ஑R஝׏µ׏஝µg െ Rஒ׏஑׏ ൅ ஝µR஝஑µஒR2 െ ஝µR஝µRஒ஑g
ଵ
ଶ
 ሿR஝׏µ׏஝µgஒ஑g
ଶࣦ 
ఉఈ
ሾ݃െඥ ൌ
ଵ
ଶ
ஔ஝µR2 െ ஓஔ஝µRஓஔ஝µRஒ஑g
െ Rஒ׏஑׏2 ൅ ஒ஑R஝׏µ׏஝µg4 െ ஒஔ஝µR஑
 ሿ஑µRµஒR4 ൅ ஝஑µஒR஝µR4
هر يك از اين جملات به تنهايي در بسياري . كه اين معادلات مشتقاتي درجه چهار از مولفه هاي متريك اند
ي شود كه چگالي لاگرانژي مربعي از تانسور در واقع گفته م. هاي كار شده به چشم مي خورند مقالهاز 
در ضميمه  دوملاگرانژي  چگاليوردش مربوط به ) ميداني از درجه چهار بدست مي دهند معادلاتخمش، 
  .(به طور مفصل توضيح داده شده است ب
به عنوان مثال آخر مي توان چگالي لاگرانژي تشكيل شده از تابع غير خطي و عمومي به شكل زير را 
  :بررسي كرد
 ሻܴሺ݂݃െඥ ൌ ࣦ  
  :لاگرانژ عبارت اند از- مشتق اولر. 0 ് ሻܴሺᇱᇱ݂با شرط 
݂ஒ׏஑׏ െ ஒ஑g݂ ଶଵ െ ఉఈܴᇱ݂  
  0 ൌ ᇱ݂஝׏µ׏஝µgஒ஑g ൅ ᇱ
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وردش مربوطه در ضميمه پ توضيح داده شده ) بدست آمد [91]1بوچدال كه اين مشتق اولين بار توسط 
  .(است
  پالاتينيوردش  2-2
-نيز مي گويند خمينه مثل قبل عبارت است از يك فضا 2آفين وردشي متريكش كه به آن روش در اين رو
هاي اختياري و متقارن هستند يعني  هموستار ஑׏هاي اما هموستار. يك متريك لورنسي زمان چهار بعدي با
و متريك مستقل از هم  هموستارروش  اين يعني در. وجود ندارد 0 ൌ ஢஡g஑׏ 3شرط سازگاري متريك
  .صفر است 4در اينجا پارامتر پيچش. آن ها وجود نداردفرض مي شوند و هيچ قيد پيش فرضي بين 
و  ،از متريك تا مرتبه معيني 5چگالي لاگرانژي تشكيل شده است از متريك و مشتقات هموردا ،در اين روش
نكته مهم در اين چگالي لاگرانژي . نيحداكثر تا مرتبه معي ضرايب هموستار و مشتقات ضرايب هموستار
 0 ൌ ஢஡g஑׏ها و متريك مستقل از هم هستند يعني شرط ين است كه در اين حالت چون هموستارا
پس  .باشد تابعي از مشتقات هموردا از متريك است g∂وجود ندارد چگالي لاگرانژي بجاي اينكه تابعي از 
  :گالي لاگرانژي به شكل عمومي زير استدر اين روش چ
  ሻ … ,Γଶ∂ ,Γ∂ ,Γ ; … ,g׏׏ ,g׏ ,gሺࣦ ൌ ࣦ  (6-2)
  :انتگرال كنش عبارت است از. است هموستار Γكه 
  ࣦΩସ݀ ׬ ൌ ሿΓ ,gሾܵ  (7-2)
و  نش نسبت به متغير هاي مستقل هموستاروردش ك. و اين انتگرال روي خمينه مساله گرفته مي شود
  :عبارت است از متريك كه روي مرز مساله صفر در نظر گرفته مي شود
   ሻ஝µgδ஝µࣜ ൅ ஑ஓஒΓδஓஒ஑ԸሺΩସ݀ ׬ ൌ ሿΓ ,gሾܵߜ  (8-2)
                                                            
 lhadhcuB ١
 cirtem eniffa ٢
 ytilibitapmoc cirtem ٣
 noisrot ۴
 evitivird tnairavoc ۵
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معادلات ميدان عبارتند . و متريك است هموستارنسبت به  ࣦمشتقات اولر لاگرانژ  ஝µࣜو  ஓஒ஑Ըكه در آن 
  :از
 0 ൌ ஝µࣜ     ,     0 ൌ ஓஒ஑Ը   (9-2)
  :به عنوان مثال كنش زير را در نظر بگيريد
 ሻΓ∂ ,Γሺஒ஑Rஒ஑g݃െඥ ൌ ࣦ  
وردش اين چگالي . و مشتق اول اين ضرايب است موستارهكه در آن تانسور ريچي تنها تابعي ازضرايب 
  :لاگرانژي نسبت به متريك بدست مي دهد
gδ ቁஒ஑gR ଶଵ െ ஒ஑Rቀ gെඥΩସ݀ ׬ ൌ ܵߜ  
 0 ൌ ஒ஑
  0 ൌ ஒ஑gR ଶଵ െ ஒ஑R  
 هموستاردر حالي كه جواب نهايي وردش نسبت به . كه اين معادله همان معادله اينشتين در خلاء است
  :عبارت است از
஑δሺΩସ݀ ׬ ൌ ܵߜ 
 0 ൌ ஒஓ஑Γδሻஒஓԭ஑׏ െ µஓԭµ׏ஒ
پايين متقارن است  شاخصنسبت به دو  ஒஓ஑Γاز آنجايي كه . ஒஓg݃െඥ ؠ ஒஓԭ: كه تعريف كرده ايم
  :در نتيجه قسمت متقارن عبارت داخل پرانتز در بالا بايد صفر شود يعني 
  0 ൌ ஒஓԭ஑׏ െ µሻஓԭµ׏ஒሺ஑δ  
 :اين معادله شرط متريك سازگاري را به صورت زير بدست مي دهد
 ஒஓg஑׏ ൌ 0 ൌ ஒஓԭ஑׏ 
 
ቄ ൌ ஒஓ஑Γ: هستند 1ها لزوما نمادهاي كريستوفل هموستارو از اين رو 
ߙ
  . ቅߚߛ
                                                            
 lobmys lefotsirhC ١
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با استفاده از روش وردش اينشتين پالاتيني توانستيم معادله اينشتين همراه با شرط متريك سازگاري را 
دله ااين در حالي است كه در روش وردش متريكي با فرض وجود شرط متريك سازگاري مع. بدست آوريم
ولي بدون وارد شدن در جزئيات بايد . يعني شايد تصور شود اين دو روش معادلند. اينشتين بدست آمد
به  ژي، شامل جمله مربوطنوقتي چگالي لاگرا مثلاً. گفت كه در حالت كلي اين دو روش معادل نمي باشند
اله، شامل جمله مربوط به اگر كنش كلي مس. ي شود روش اينشتين پالاتيني با شكست مواجه مي شودم ماده
  :ماده به شكل زير باشد
   ൧Mࣦ ൅ ሻΓ∂ ,Γሺஒ஑Rஒ஑g݃െඥൣΩସ݀ ׬ ൌ ܵ  (01-2)
  :مشتقات اولر لاگرانژ به شكل زير خواهند بود
2െ ൌ ቁஒ஑gR ଶଵ െ ஒ஑Rቀ gെඥ  
Mࣦஔ
ಊಉ୥ஔ
  
  ಊಋಉ୻ஔMࣦஔ ൌ ஒஓԭ஑׏ െ µሻஓԭµ׏ஒሺ஑δ  
ولي در رابطه پايين مي . معادله ميدان اينشتين را در حضور ماده بيان مي كند ،واضح است كه معادله اول
هاي بدست آمده ديگر نمادهاي كريستوفل نيستند و در حالت كلي به چگالي لاگرانژي  هموستاربينيم كه 
غير  خمينه معادله اي شبيه به معادله كامل ميدان اينشتين  در يك ه،در نتيجه اين دو معادل. ماده وابسته اند
وابسته  رانژي ماده صريحا به ضرايب هموستاربا اين وجود در نظرياتي كه لاگ. ريماني را نمايش مي دهند
ها ي بدست آمده نماد هاي كريستوفل هموستارسمت راست معادله پايين صفر شده و در نتيجه   ت،نيس
Mࣦஔدر نتيجه در شرايطي كه . خواهند بود
ಊಋಉ୻ஔ
Mࣦஔو  0 ൌ
ಊಉ୥ஔ
باشد ما معادله كامل اينشتين را در يك  0 ൌ
  .[81]هاي كريستوفل خواهيم داشت هموستارخمينه ريماني با 
در  ،مثال بعدي لاگرانژي هاي مربعي است كه قبلا معادلات آنها را در روش ورش متريكي بدست آورديم
  :[02]هيلبرت بدست مي آوريم- اينجا معادلات ميدان را در روش اينشتين
  0 ൌ ቁஒ஑gܴ ସଵ െ ሻఉఈሺܴቀ ܴ ՜ ଵࣦߜ   
  0 ൌ ൯ஒ஑g݃െඥR൫ఓ׏  
ܴఙఘܴ ଶଵ െ ఉఓܴఈఓܴ ൅ ఓఉܴఓఈܴ ՜ ଶࣦߜ  
  0 ൌ ஒ஑gఙఘ
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  0 ൌ ൯ஒ஑R݃െඥ൫ఓ׏  
  0 ൌ ஒ஑gఋఓఙఘܴఋఓఙఘܴ െ ఙఘఉఓܴఙఘఈఓܴ ൅ ఓఙఘఉܴఓఙఘఈܴ െ ఓఉఙఘܴఓఈఙఘܴ2 ՜ ଷࣦߜ  
  0 ൌ ൯஢ሻஒ஑ሺµR݃െඥ൫ఙ׏  
از انتگرال ( معادلات شامل مشتقات هموردا)معادله دوم  براي بدست آوردن ،در هر يك از سه لاگرانژي
  :جنبه هاي مهم اين معادلات عبارتند از. (ث و ج ضميمه) گيري جزء به جزء استفده كرده ايم
كه  ஒ஑gሻxሺଶΩ ൌ ఉఈ෤gيعني تحت تبديلاتي به شكل  ،همديساين معادلات تحت تبديلات ( الف
مي توان اين موضوع را از اينجا فهميد كه  .وردا هستندنا ،يك ميدان نرده اي مثبت و اختياري است ሻxሺଶΩ
ها در اينجا مستقل از متريك هستند و چگالي هاي لاگرانژي ها نسبت به خمش از درجه دوم  هموستار
در روش متريكي معادلات . يل ساخته مي شودايك چگالي لاگرانژي وجود دارد كه از تانسور و. است
اين چگالي لاگرانژي به شكل زير . ناوردا است همديسميدان اين چگالي لاگرانژي نسبت به تبديلات 
  :است
   ఋఊఉఈܥఋఊఉఈܥ݃െඥ ൌ ࣦ  
 تحت ଶࣦو  ଵࣦحل هاي مربوط به دو لاگرانژي  مثلاًيكي از كاربرد هاي اين موضوع اين است كه 
  .[12]به معادله اينشتين به علاوه يك ثابت اختياري تبديل مي شوند همديستبديلات 
خصوصا اينكه اينها با . معادلات ديفرانسيل از مرتبه دو نسبت به مشتق متريك اند ،اين معادلات( ب
  . [81]معادلات مرتبه چهار كه با روش وردش متريكي بدست مي آيند معادل نيستند
يعني فضاي ريمان را القاء  ،هاي لوي سيوستا را در حالت كلي بدست نمي دهندهموستاراين معادلات  (ج
فضاي القاء شده توسط مساله در حالت كلي يك فضاي ويل است كه در حالت خاص مي توانيم . نمي كنند
فضاي ويل نيست  ،در واقع فضاي القايي. فضاي اينشتين را با يك سري تبديلات همديس بدست آوريم
  .[81]در زير اين موضوع را نشان مي دهيم. ريمان با يك پيمانه نامعين استبلكه فضاي 
  :به چگالي لاگرانژي زير ،پالاتيني-با اعمال روش وردشي اينستين
  ሻሻΓሺஒ஑Rஒ஑gሺ݂݃െඥ ൌ ࣦ  (11-2)
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  :زير را بدست مي آوريم جفت معادله
  0 ൌ ஒ஑g݂ ଶଵ െ ሻఉఈሺܴᇱ݂  (21-2)
  0 ൌ ൯ஒ஑g݃െඥᇱ݂൫ఓ׏  (31-2)
حال معادلات . معادله ديگري بدست آورديم كه با جفت معادله بالا متفاوت استدر روش وردش متريكي 
  .بالا را بررسي مي كنيم
  :معادله پاييني را به شكل زير مي نويسيم
  0 ൌ ܴµ׏൯ஒ஑g݃െඥ൫ᇱᇱ݂ ൅ ൯ஒ஑g݃െඥ൫µ׏ᇱ݂  
معادله را به  0 ് ᇱ݂و با فرض  µΓ݃െඥ െ ఓ߲ ൌ ݃െඥµ׏و  ܴµ∂ ൌ ܴµ׏با استفاده از دو فرمول 
  :شكل زير ساده مي كنيم
  (41-2)
  0 ൌ ஡஑gఘఓఉ߁ ൅ ஒ஡gఘఓఈ߁ ൅ ஒ஑gµ∂ ൅ ஒ஑g൧ఘఓఘ߁ െ ܴµ∂ ᇱሻᇱ݂nlሺ ൅ ൯݃െඥnl൫ఓ߲ ൣ  
  :گيري از معادله بالا خواهيم داشت 1در نتيجه بعد از عمل رد
  ܴఓ߲ ᇱሻᇱ݂nlሺ2 ൅ ൯݃െඥnl൫ఓ߲ ൌ ఓ߁  
اگر مقدار . اين معادله به اين معناست كه تانسور ريچي متقارن است ሿఉ߁ఈሾ߲ ൌ ሿఉఈሾܴاز آنجايي كه داريم 
  :قرار دهيم خواهيم داشت( 21- 2)را در معادله  µΓبدست آمده براي 
  ሻ஡஑gఉఓఘ߁ ൅ ஡ஒgఈఓఘ߁ሺᇱ݂ ൌ ൯ஒ஑gᇱ݂൫ఓ߲  
  :زير را به خود خواهد گرفت معادله بالا شكل مطلوب ஒ஑gᇱ݂ ൌ ஒ஑෤gاگر تعريف كنيم 
   ஡஑෤gఉఓఘ߁ ൅ ஡ஒ෤gఈఓఘ߁ ൌ ൯ஒ஑gු൫ఓ߲  (51-2)
                                                            
 ecart ١
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از . صفر است µ׏ هموستارنسبت به  ஡஑෤gنتيجه بالا اين را القا مي كند كه مشتق همورداي متريك جديد 
از سويي ديگر مي توان . هاي لوي سيويتاي متريك جديد است هموستار ،ఉఈఘ߁ هموستاراين  رو ضرايب 
  :را به شكل زير نوشت (41-2)معادله 
   ஒ஑gሻᇱ݂nlሺµ׏ ൌ ஒ஑gµ׏  
   انتخاب كرد با پالاتيني يك فضاي ويل را–يعني به نظر مي رسد روش وردشي اينشتين
اين موضوع درست نيست يعني فضاي مساله يك فضاي ريماني با يك  ،با وجود اين. ሻᇱ݂nlሺµ׏ ൌ ఓܳ
حال اگر در . صفر است ఓܳ 1متقارن يك فرمي هموستاردر يك فضاي ريماني با . [22]پيمانه نا معلوم است
  استفاده كنيم يك فرمي به شكل ஒ஑gଶߗ ൌ ஒ஑෤gيك فضاي ويل از تبديل همديس 
آنگاه داريم  ،به شكل گراديان كامل باشد ఓܳحال اگر . تبديل مي يابد ሻߗnlሺµ׏2 െ ఓܳ ൌ ఓ෨ܳ
گراديان كامل باشد مساله ما تحت يك تبديل همديس فضاي  ఓܳك فرمي يعني با فرض اينكه ي. 0 ൌ ఓ෨ܳ
ൌ ఓܳداريم و اين حالتي است كه در اينجا وجود دارد زيرا در اينجا . ريمان را انتخاب مي كند
  .است 0 ൌ ఓ෨ܳو در نتيجه در مساله ما  ሻᇱ݂nlሺµ׏
- 2)از طرفي از . شته باشيممي توانيم مساله اي با فضاي ريمان دا ᇱ݂ ൌ ଶߗدر نتيجه ما همواره با انتخاب 
  :خواهيم داشت( 21
  ሻܴሺ݂2 ൌ ܴሻܴሺᇱ݂  
كه البته اين نتيجه انتظار مي رفت زيرا در . ଶܴ ൌ ሻܴሺ݂يعني تا حداكثر يك ضريب انتگرال گيري داريم 
نكته الف گفتيم كه معادلات ناشي از چگالي هاي لاگرانژي جملات مربعي تحت تبديلات همديس ناوردا 
يك تابع  ሻܴሺ݂پس انتظار داريم تابع . و ما در اينجا ما اين ناوردايي را در حالت كلي نشان داديم. است
  :جاگذاري كنيم داريم( 01-2)بالا را در  حال اگر نتيجه .مربعي باشد
 0 ൌ ஒ஑gܴ ସଵ െ ఉఈܴ  
  :برابر خواهد شد با ஒ஑g݇ ൌ ஒ஑෤gحال اين معادله تحت تبديل 
                                                            
 mrof eno ١
 ٩١    
 
݇ ସଵ െ ఉఈ෨ܴ  
  0 ൌ ஒ஑෤gܴଵି
  .در واقع به اين نتيجه مي رسيم كه خمينه مساله يك فضاي اينشتين  با يك ثابت اختياري است
  ساختار مقيد مرتبه اول 3-2
. تعميم روش هاي وردشي بالا به چگالي لاگرانژي هايي است كه عموميت بيشتري دارندهدف اين روش 
در يك روش وردشي زماني قابل دفاع است كه هر گاه فرد با برخي قيد  استفاده از روش ضرايب لاگرانژ
قل مساله كه در حالت كلي ممكن است با روش وردشي مورد تهاي تحميل شده روي پارامتر هاي مس
در هندسه ريماني اين روش به صورت اضافه كردن شرط  . مواجه شود ،ده سازگاري نداشته باشداستفا
سپس . متريك سازگاري به شكل يك قيد با يك ضريب لاگرانژ به چگالي لاگرانژي مساله انجام مي شود
مي  و ضريب لاگرانژ به عنوان سه پارامتر مستقل وردش هموستار ،شخص كنش حاصل را نسبت به متريك
  .دهد
كه به  ሻΓ߲ ,Γሺఉఈܴఉఈ݃݃െඥ ൌ ௉ுࣦپالاتيني به شكل -وقتي اين روش به چگالي لاگرانژي هيلبرت
ضريب لاگرانژ به عنوان نتيجه اي از معادلات ميدان  ،اعمال مي شود ،دو روش قبل آن را بررسي كرديم
در خلاء را به  ،اين روش تعبير هم ارز بودن دو روش متريكي خاص و اينشتين پالاتيني . صفر مي شود
اين روش وقتي به لاگرانژي هاي مرتبه بالاتر اعمال مي شود مراحل . صورت فقط يك اتفاق تقويت مي كند
  . [81]ديد بهتري در تفسير معادلات به دست مي آيد انجام محاسبه كمتر شده و
با تعريف معمول خود را به عنوان خمينه مساله تعريف مي كنيم و در مرحله  ،براي شروع فضاي ريماني 
به عنوان  0 ് ஒ஑gµ׏را رها كرده و فرض مي كنيم كه  0 ൌ ஒ஑gµ׏بعد قيد متريك سازگاري يعني 
در اينجا ) ،فضاي اوليه را القاء كنند ،بعد از محاسبات معادلاتبراي اينكه . يك قيد مستقل وجود دارد
يك قيد به ( فضاي اوليه ريمان فرض شده است ولي در حالت كلي هر فضايي را مي توان تعريف كرد
  :لاگرانژي اوليه اضافه مي شود كه به شكل زير است
µΛ݃െඥ ൌ ሻΛ ,Γ ,gሺ௖ࣦ  (61-2)
ቄ െ ஒ஑µΓሺஒ஑
ߤ
ܥ െ ቅߚߙ
ఓ
  ሻఉఈ
 ٠٢    
 
و نماد  ఉఈఓ߁اختياري هموستار تانسور اختلاف بين  ఉఈఓܥلاگرانژ هستند و  نامعين ضرايب ఉఈఓ߉كه 
  :و قيد بالا به صورت زير تغيير مي كند. هستند 0 ൌ ఉఈఓܥسه ريماني ددر هن مثلاً. هاي كريستوفل هستند
µΛ݃െඥ ൌ ሻΛ ,Γ ,gሺ௖ࣦ  (71-2)
ቄ െ ஒ஑µΓሺஒ஑
ߤ
  ሻቅߚߙ
  :در نتيجه كنش نهايي مساله عبارت است از
 ሿሻΛ ,Γ ,gሺ௖ࣦ ൅ ሻ߰ ,Γ ,gሺࣦሾ Ωସ݀ ׬ ൌ ܵ  (81-2)
 ،ஒ஑gحال اين كنش بايد نسبت به . است ߰فرض كرده ايم لاگرانژي اصلي مساله شامل يك ميدان اسكالر 
µΛ
  .وردش داده شود ߰و  ஒ஑µΓ ،ஒ஑
  :منجر مي شوند كه به شكل زير هستند ،܏وردش نسبت به متريك به معادلاتي موسوم به معادلات 
ࣦఋ  (الف -91-2)
ಊಉ୥ఋ
  0 ൌ ఉఈܤ݃െඥ ൅ ୻|
׏݃െඥ ଶଵ െ ؠ ఉఈܤ݃െඥ  (ب -91-2)
 ሻஒ஑µΛ െ ஒµ஑Λ ൅ µ஑ஒΛሺµ
  :به صورت زير منجر مي شوند ડبه معادلات  هموستاروردش نسبت به 
ࣦஔ  (02-2)
ಊಉµ୻ஔ
µΛ  ൅ ୥|
 0 ൌ ஒ஑
سرانجام وردش نسبت به ضرايب . وردش نسبت به ميدان اسكالر به معادلات حركت مربوط منجر مي شود
  .را بدست مي دهد( 61-2)لاگرانژ قيد 
اگر اين روش را روي فضاي ريمان روي چگالي هيلبرت پالاتيني اعمال كنيم همان معادلاتي بدست خواهد 
  :داريم( 5- 2)براي چگالي لاگرانژي هاي  مثال به عنوان. آمد كه در روش متريكي خالص بدست مي آيد
ଵ  (12-2)
ଶ
 0 ൌ ஒ஑B ൅ ஒ஑RR2 െ ଶRஒ஑g
µδஒ஑g2ሺ ൌ ஒ஑µΛ 
µδ஡஑g െ ஡
µδஒ஡g െ ஒ
 R஡׏ሻ஑
  R஑׏ஒ׏2 ൅ Rᇝஒ஑g2െ ൌ ఉఈܤ 
 ١٢    
 
  و ଵࣦبراي 
ଵ  (22-2)
ଶ
ஓR െ ఙఘܴఙఘܴஒ஑g
ஓR െ ஓ஑Rஒ
    0 ൌ ஒ஑B ൅ ஓஒR஑
 ஢஑R஢׏ஒµδ െ ஒ஡R஡׏஑µδ െ ஒ஑Rµ׏2 ൌ ஒ஑µΛ  
  ஢஡R஡׏஢׏ஒ஑g െ ஢஑Rஒ׏஢׏2 ൅ ஒ஑Rᇝെ ൌ ఉఈܤ 
  و ଶࣦبراي 
ଵ (32-2) 
ଶ
ஓ஢஡R2 െ ఋఊఙఘܴఋఊఙఘܴஒ஑g
 0 ൌ ஒ஑B ൅ ஓ஢஡஑Rஒ
µδ െ ஡஑ஒµR஡׏2 ൅ ஡ஒ஑µR஡׏2 ൌ ஒ஑µΛ 
 ஢஑R஢׏ஒ
 ஢ஒ஡஑R஡׏஢׏4 ൌ ఉఈܤ 
  براي مدل كلي غير خطي خواهيم داشت. ଷࣦبراي  
ଵ  (42-2)
ଶ
 0 ൌ ஒ஑B ൅ ሻஒ஑ሺRᇱ݂ െ ஒ஑g݂
ൌ ஒ஑µΛ 
ଵ
ଶ
µδஒ஑g2ሺ
µδ஡஑g െ ஡
µδஒ஡g െ ஒ
 ᇱ݂஡׏ሻ஑
  ᇱ݂஑׏ஒ׏ ൅ ᇱ݂ᇝஒ஑gെ ൌ ఉఈܤ 
بدست آمده را در معادله را در معادله اول  ડرا كه از معادلات  ఉఈܤحال اگر در هر يك از چهار مدل بالا 
بدست مي  ،لاگرانژ را كه در روش متريكي خالص بدست آمد - مجددا معادلات مشتقات اولر ،قرار دهيم
  .آيند
با استفاده از  ،در همه مثال هاي بررسي شده تا به حال ،به بيان ديگر در مقايسه با روش هيلبرت عادي
يعني چگالي لاگرانژي )شخص از يك چگالي لاگرانژي كه در فضاي تابعي  ،مقيد شده مرتبه اول سازوكار
و از يك روش وردشي متفاوت استفاده مي كند به يك مجموعه  ،تعريف شده( مختلف است توابعتابعي از 
در واقع سودمندي اين  .معادل با معادلاتي كه در روش متريكي بدست مي آيد منتهي مي شود ،معادلات
  .است كه با استفاده از يك الگوي مشخص به جواب نهايي مي رسيمروش از اينج
  :اين الگو به صورت زير است
 ٢٢    
 
  (61-2)تشكيل كنش مساله با استفاده از قيد ( الف
  و بدست آوردن ضرايب لاگرانژ ડوردش نسبت به ( ب
  .܏وردش نسبت به متريك و بدست آوردن  معادله ( ج
و ( ب 91-2)با استفاده از رابطه ( با استفاده از ضرايب لاگران بدست آمده از مرحله ب  ఉఈܤمحاسبه ( د
  .܏اگذاري آن در معادله 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 ٣٢    
 
  
  
  
  
  فصل سوم
  گرانش هاي مرتبه بالاشرايط انرژي در 
  
  
  .[42،32]صحبت مي كنيمگرانش هاي مرتبه بالاتر در مورد شرايط انرژي در  اين فصلدر 
بسياري براي  يمدل ها .[52]كنوني، انبساط شتاب دار با مقدار مثبت را نشان مي دهد عالممشاهدات براي 
گروه اول مدل هايي بر پايه . توجيه اين مورد ارائه شده اند، كه همگي به دو گروه تقسيم مي شوند
ها به وجود برخي ميدان  تكانه در معادله اينشتين است، كه در برخي از آن-تصحيحاتي روي تانسور انرژي
و يا . اين تانسور اشاره شده است و بيشتر در فيزيك انرژي بالا مورد بررسي قرار مي گيرند رهاي جديد د
را  1در برخي ديگر به يك شاره ايده آل اشاره مي كند و در هر دو مورد اين ماده بايد شرط انرژي قوي
  .نمايندشتاب دار را توصيف  يعالمنقض كنند تا بتوانند 
تصحيحاتي روي ساختار  ادر گروه دوم پژوهش ها ماده از نوعي معمولي انتخاب مي شود ولي در اينج
يعني نظرياتي كه شامل توان گرانش هاي مرتبه بالاتر نظريات . هندسي نظريه نسبيت عام انجام مي گيرد
از اين حيث نسبيت عام اينشتين نظريه اي خطي به ) از اسكالر ريچي هستند ،مرتبه بيشتر از يك هايي از
                                                            
 noitidnoc ygrene gnorts ١
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از  ، و نظريات با ابعاد بيشتر(توان يك از اسكالر ريچي ظاهر مي شود ،حساب مي آيد زيرا در كنش آن
  .[42]چهار بعد از اين گروه اند
اري، در بررسي شرايط پايد. در زمينه هاي مختلفي بررسي شده اند گرانش هاي مرتبه بالانظريات مختلف 
اين . و مواردي ديگر 1و دوره تورمي عالمسيستم خورشيدي، بررسي روي كهكشان ها، تحولات اوليه 
ي، بدون داخل كردن انرژي تاريك در مساله عالمنظريات روش جديدي در بررسي سرعت فزاينده تحول 
وجود دارد مشكلاتي چند را به وجود آورده  ሻRሺfتابع تحليلي  اختياري كه در انتخاب .[32]نموده اند ارائه
معادلات حركت منتج آنها عموما به گونه اي غير خطي اند كه حل ساده ترين آن ها در بسياري  مثلاً. است
استفاده مي كنيم به معادلاتي مرتبه چهار براي  ܹܴܨوقتي از متريك   مثلاً. موارد امكان پذير نيست
  .به سختي قابل بررسي اندبرمي خوريم كه  2ضريب مقياس
يد قهاي مختلف را با استفاده از مشاهدات م ሻRሺf مشكل بعدي كه وجود دارد اين است كه چگونه اين 
عبارت اند از معادلات حاصل از قيد ها . ل مساله را كاهش دهيمكنيم، يعني فضاي پارامتر هاي مجهو
اين قيد ها از روش . اده تر و قابل بررسي شده اندكه با استفاده از برخي داده ها س گرانش هاي مرتبه بالا
  :هاي زير بدست مي آيند
 يعالمداده هاي اختر فيزيكي و  (1
 آزمايش هايي روي سيستم خورشيدي (2
 .NBBاطلاعات حاصل از سنتز هسته اي انفجار بزرگ، ؛نيروي پنجم (3
 يعالمتند شونده در تحول -ارائه توالي صحيحي از فازهاي شتاب كند شونده (4
يا شامل تبديلاتي است كه نظريه را به يك مدل معادل به علاوه يك ميدان اسكالر  كيهانيهاي  آزمايشاكثر 
تبديل مي كند و يا شامل بررسي نظريه در چارچوب هاي مختلف و يا شامل فرضياتي روي وابستگي ثابت 
  .انتقال قرمز استپارامتر هابل به 
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كه به آنها شرايط انرژي . ق بررسي هايي روي انرژي نيز بدست آوردبا اين وجود مي توان قيد ها را از طري
، بدون 1داده است، بدون حل معادلات حركت اين شيوه مقيد سازي مستقل از هر گونه. گفته مي شود
  .فرضياتي روي ثابت هابل و يا بدون بكار بردن تبديلاتي روي نظريه
اين شرايط در . عميم يافته و يك ماده عادي استحاصل از يك مدل ت عالمتنها فرض اين است كه شتاب 
موقعيت هاي مختلف اعمال شده اند و نتيجه عمومي اين بوده است كه در هر موقعيت يك ياچند شرط 
شرط ضعيف و شرط قوي بايد ارضاء  2هاوكينگ-در تكينگي پنروز مثلاً .انرژي بايد همزمان ارضاء شوند
  .[42]وابسته است تهيشوند، در حالي كه اثبات قانون دوم ترموديناميك سياه چاله ها به ارضاء شرط 
ذكر اين نكته بد نيست كه شرايط انرژي ابتدا در نسبيت عام فرمول بندي شده اند، به عبارت ديگر شخص 
نظريات مرتبه بالاتر گرانشي . مومي گرانش محتاط باشدبايد در بكار بردن شرايط انرژي در نظريات ع
، با (است ሻܴሺ݂در اين چارچوب كنش شامل تابع ) 3با شروع از چارچوب جوردان ويژگي جالبي دارند؛
به طور رياضي معادل است با  ሻܴሺ݂اعمال يك تبديل مناسب روي متريك مي توان نشان داد كه هر مدل 
ان اسكالر كه به طور مينيمال به علاوه يك ميد( نش شامل اسكالر ريچي استكه در آن ك) اينشتين نظريه
  .[62]شده است جفت
مستقيما از نسبيت عام و اعمال آن روي فشار و  ،بنابراين در اصل شخص بايد از يك شرايط انرژي انتقالي
  .چگالي انرژي موثركه در چارجوب جوردان تعريف مي شود صحبت كند
  در نسبيت عامشرايط انرژي  1-3
استفاده مي شود،  گرانش هاي مرتبه بالابيشتر روش هايي كه براي استخراج شرايط انرژي در نظريه هاي 
براي كامل شدن مطلب مروري كوتاه بر شرايط انرژي در نسبيت . ريشه در نظريه نسبيت عام اينشتين دارند
رخي نيازهاي فيزيكي تعريف مي شوند عموما چهار شرط انرژي به جهت ارضاء شدن ب. عام خواهيم داشت
  :[72]كه به طور خلاصه عبارتند از
                                                            
 noitom fo noitauqe ,MOE ١
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  1شرط انرژي ضعيف 
. اين شرط بيان مي كند كه چگالي انرژي هر توزيع ماده، از ديد هر ناظري بايد مقداري نامنفي داشـته باشـد 
است براي ارضاء شدن ايـن  ఉݑఈݑఉఈܶبرابر  ఈݑار بردار سرعت هچون چگالي انرژي براي هر ناظر با چ
  :شرط بايد داشته باشيم
 0 ൒ ఉݑఈݑఉఈܶ   
  :كه نتيجه اين شرط عبارت است از. براي هر بردار زمان گونه
 0 ൒ ௜ܲ ൅ ߩ   ,   0 ൒ ߩ  
  .مولفه  اختياري از فشار است ௜ܲكه 
  2 تهي شرط انرژي
 تهيار اختياري بيان مي كند يعني براي هر برد ఈ݇ تهياين شرط، شرط انرژي ضعيف را براي بردار هاي 
  :داريم
  0 ൒ ఉ݇ఈ݇ఉఈܶ   
  :كه در نتيجه داريم
  0 ൒ ௜ܲ ൅ ߩ  
  شرط انرژي قوي
  :است 3منشاء اين شرط از معادله رايچوداري
ఏௗ  
ఛௗ
ଵ െ ൌ
ଷ
 ఉݑఈݑఉఈܴ െ ఉఈ߱ఉఈ߱ ൅ ఉఈߪఉఈߪ െ ଶߠ
اين ها تعريف صرفا هندسي . و پارامتر چرخش است 4به ترتيب پارامتر انبساط، تنش ఉఈ߱و  ఉఈߪ،  ߠكه 
ميدان گرانش يك ميدان جاذب است، كه به بيان . در يك خمينه معين است كبراي يك دسته ژئودزي
                                                            
 noitidnoc ygrene kaew ١
 noitidnoc ygrene llun ٢
 noitauqE `iruhduahcyaR ٣
 raehs ۴
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براي اين نوع دسته . هاي زمان گونه بايد همگرا باشند كهندسي به اين معنا است كه دسته منحني ژئودزي
ఏௗبايد داشته باشيم  كودرزيژئ
ఛௗ
اره منفي است جمله دوم نيز وجمله اول سمت راست معادله بالا هم. 0 ൑
بدون خاصيت چرخش يعني  كپس براي يك دسته ژئودزي. 0 ൒ ఉఈߪఉఈߪ ൌ ଶߪهمينطور زيرا 
  :بايد داشته باشيم 0 ൌ ఉఈ߱
ݑሻஒ஑g ଶ் െ ఉఈܶ ሺ ൌ ఉݑఈݑఉఈܴ  
 0 ൒ ఉݑఈ
  :شرط عبارت است ازكه نتايج اين 
 ൒ ௜ܲ ൅ ߩ   ,   0 ൒ ଵୀ௜ଷ௜ܲ ∑ ൅ ߩ  
  :توجه كنيد كه براي بردار هاي پوچ معادله رايچوداري به شكل زير تغيير مي كند
ఏௗ  
ఛௗ
ଵ െ ൌ
ଶ
  ఉ݇ఈ݇ఉఈܴ െ ఉఈ߱ఉఈ߱ ൅ ఉఈߪఉఈߪ െ ଶߠ
 
  1شرط انرژي غالب
اين به بيان . چ يا زمان گونه شارش يابداين شرط تاكيد مي كند كه ماده بايد در راستاي جهان خط هاي پو
  :رياضي يعني
  يك بردار پوچ يا زمان گونه در جهت به سمت آينده است  ఉݑఈఉܶ െ  
تكانه است كه -ار جريان انرژيهكميت فوق، چگالي چ ఉݑار بردار هاز آن جايي كه براي هر ناظر با چ
سرعت شارش انرژي ماده كمتر از سرعت نور توسط ناظر ديده مي شود، اين شرط به اين معني است كه 
  .است
  
  :مي روند به انواع زير تقسيم مي شوند براي يك ماده كاملوقتي ، CEژي شرايط انر 
  0 ൒ ܲ ൅ ߩ  (يا پوچ) تهيشرط انرژي ( 1-3)
                                                            
 noitidnoc ygrene tnanimod ١
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  0 ൒ ሻܲ ൅ ߩሺ   ,0 ൒ ߩ  شرط انرژي ضعيف( 2-3)س
  0 ൒ P ൅ ρ   ,0 ൒ P3 ൅ ߩ  شرط انرژي قوي( 3-3)
  0 ൒ ܲ േ ߩ   ,0 ൒ ߩ  شرط انرژي غالب( 4-3)
  .كاربرد دارد  gnicnuobشناسي و مدل هاي  كيهاندر زمينه تكينه هاي  CEنشان داده شده است كه 
  ترگرانش هاي مرتبه بالاشرايط انرژي در  2-3
به دليل اينكه تعريف ها و اصول هندسي نسبيت عام مستقل از نظريه هاي سوار بر آن هستند، از اين رو 
هاي مرتبه بالاتر  نظريه هندسي گرانشحد اقل آن، براي  تهيهاي  كو همتاي ژئودزيمعادله رايچوداري 
و در واقع اين موضوع محرك اصلي بر قراري اصول هندسي تعريف شده در نسبيت عام در هر  برقرار است
استفاده  ሻܴሺ݂بنابراين ما مي توانيم دوباره از معادله رايچوداري براي مدل هاي مختلف . نظريه بعدي است
  .كنيم
  :به صورت زير تعريف مي شود گرانش هاي مرتبه بالاكنش در 
   ௠ܵ ൅ ݔସ݀݃െඥሻܴሺ݂ ׬ ൌ ܵ  (5-3)
با . كنش استاندارد براي ميدان هاي ماده است ௠ܵاسكالر ريچي و  ܴ ،رد ماتريس متريك است ݃كه 
  :[32]معادلات ميدان به صورت زير بدست مي آيد ،وردش متريكي اين كنش
݃ఉఈ݃ െ ஒ׏஑׏൫ െ ఉఈ݃ ଶሻோሺ௙ െ ఉఈܴሻܴሺᇱ݂  (6-3)
  ఉఈܶ ൌ ሻܴሺᇱ݂൯ஒ׏஑׏ఉఈ
  :موثر به شكل زير تعريف كرد تكانه -مي توان تانسور انرژي ሻܴሺ݂در نظريات 
൅ ఉఈܶ ሾ ᇲ௙ଵ ൌ ௙௙௘ఉఈܶ  (7-3)
ଵ
ଶ
  ሿᇱ݂൯ஒ׏஑׏ఉఈ݃ఉఈ݃ െ ஒ׏஑׏൫ ൅ ఉఈ݃ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
  :را تعريف كردكه از آن مي توان فشار و چگالي انرژي موثر 
ൌ ௙௙௘ߩ  
ଵ
ᇲ௙
ଵ ൅ ߩሾ
ଶ
  ሿᇱᇱ݂ܪ ሶܴ 3 െ ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
െ ܲሾ ᇲ௙ଵ ൌ ௙௙௘ܲ  
ଵ
ଶ
  ሿᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ ൅ ᇱᇱ݂൯ܪ ሶܴ 2 ൅ ሷܴ ൫ ൅ ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
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حال اگر شرايط انرژي را براي چگال انرژي موثر و فشار موثر كه در بالا معرفي شد اعمال كنيم براي 
  :داشتكه همان شرط  در حالت جديد است، خواهيم  0 ൒ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ
  ( 8-3) 
  0 ൒ ԢԢԢ݂2 ሶܴ ൅ ԢԢ݂ሻܪ ሶܴ െ ሷܴ ሺ ൅ ܲ ൅ ߩ  :تهيشرط انرژي 
  :داريم 0 ൒ ௙௙௘ܲ 3 ൅ ௙௙௘ߩبه طور مشابه براي 
  0 ൒ ᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ ൅ ᇱᇱ݂൯ܪ ሶܴ ൅ ሷܴ ൫3 ൅ ᇱ݂ܴ ൅ ݂ െ ܲ3 ൅ ߩ  
  .شرط انرژي قوي را بدست مي دهد( 8- 3)شرط بالا علاوه بر شرط 
  ( 9-3)
  0 ൒ ԢԢԢ݂2 ሶܴ ൅ ԢԢ݂ሻܪ ሶܴ െ ሷܴ ሺ ൅ ܲ ൅ ߩ  :شرط انرژي قوي
    0 ൒ ᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ ൅ ᇱᇱ݂൯ܪ ሶܴ ൅ ሷܴ ൫3 ൅ ᇱ݂ܴ ൅ ݂ െ ܲ3 ൅ ߩ  
  :داريم 0 ൒ ௙௙௘ߩبراي 
ଵ ൅ ߩ  
ଶ
  0 ൒ ᇱᇱ݂ܪ ሶܴ 3 െ ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
  :شرط انرژي ضعيف را بدست مي دهد( 8- 3- 2)شرط بالا علاوه بر شرط 
  ( 01-3)
  0 ൒ ԢԢԢ݂2 ሶܴ ൅ ԢԢ݂ሻܪ ሶܴ െ ሷܴ ሺ ൅ ܲ ൅ ߩ  :شرط انرژي ضعيف
ଵ ൅ ߩ  
ଶ
  0 ൒ ᇱᇱ݂ܪ ሶܴ 3 െ ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
  :داريم 0 ൒ ௙௙௘ܲ െ ௙௙௘ߩو براي 
  0 ൒ ᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ െ ᇱᇱ݂൯ܪ ሶܴ 5 ൅ ሷܴ ൫ െ ᇱ݂ܴ െ ݂ ൅ ܲ െ ߩ  
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شرايط انرژي غالب را به صورت زير بدست ( 01-3- 2)و ( 8- 3-2)از اين رو رابطه بالا علاوه بر روابط 
  :مي دهند
  ( 11-3)
  0 ൒ ԢԢԢ݂2 ሶܴ ൅ ԢԢ݂ሻܪ ሶܴ െ ሷܴ ሺ ൅ ܲ ൅ ߩ  :شرط هاي انرژي غالب
ଵ ൅ ߩ  
ଶ
  0 ൒ ᇱᇱ݂ܪ ሶܴ 3 െ ሻᇱ݂ܴ െ ݂ሺ
  0 ൒ ᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ െ ᇱᇱ݂൯ܪ ሶܴ 5 ൅ ሷܴ ൫ െ ᇱ݂ܴ െ ݂ ൅ ܲ െ ߩ  
  مقيد كردن معادلات 3-3
ي مي توانيم حدودي را براي ضرايب عالمبا استفاده از شرايط انرژي و نيز اطلاعات بر گرفته از مشاهدات 
- توجه كنيد كه در تمام محاسبات متريك را فريدمان. بدست آوريم ሻRሺfثابت بكار رفته در تابع 
ي مورد عالمپارامتر هايي كه به منظور تعيين ويژگي هاي ديناميك . واكر تخت انتخاب كرديم-رابرتسون
  :استفاده قرار مي گيرد طبق تعريف عبارت اند از
ሶୟ ൌ H  
ୟ
 
ଵ െ ൌ q 
మு
ሷ௔
௔
 
ଵ ൌ ݆ 
యு
ഺ௔
௔
 
ଵ ൌ ݏ 
రு
ೌర೏
ర೟೏
௔
  
مقادير اندازه گيري  شده  . ناميده مي شوند 2و اسنپ 1رتيب ثابت هابل، پارامتر شتاب كاهشي،جرككه به ت
േ 18.0െ ൌ ଴q، ⁄cpMs mk 8 േ 27 ൌ ଴H :ست ازا فعلي آن ها طبق توافق انجام شده عبارت
هنوز گزارش  ଴ݏ، با وجود اين مقادير هنوز مقداري با خطاي قابل قبول براي ଵ଼.଴ାହ଻.଴ି61.2 ൌ ଴݆و  41.0
  :اگر اسكالر ريچي و مشتق هاي آن را بر حسب اين پارامتر ها باز نويسي كنيم خواهيم داشت. نشده
                                                            
 krej ١
 pans ٢
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  ሻݍ െ 1ሺଶܪ6െ ൌ ܴ  (الف - 21-3) 
 ሻ2 െ ݍ െ ݆ሺଷܪ6െ ൌ ሶܴ  (ب -21-3)
 ሻ6 ൅ ݍ8 ൅ ଶݍ ൅ ݏሺସܪ6െ ൌ ሷܴ  (ج -21-3)
به ترتيب يك و دو بار نسبت به زمان  ܴكافي است كه از  ሷܴو  ሶܴبط مربوط به ابراي بدست آوردن رو
حال اگر تمام پارامتر ها را بر حسب مقادير زمان حال آن ها در معادلات مربوط به چهار . مشتق بگيريم
  (در اينجا فقط روابط غير تكراري ذكر مي گردد: )شرط انرژي قرار دهيم خواهيم داشت
 0 ൒ ᇱᇱᇱ଴݂ ሿሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺ଴ܪሾ6 ൅ ᇱᇱ଴݂ ሿሻ8 ൅ ଴ݍሺሻ1 ൅ ଴ݍሺ ൅ ଴݆ െ ଴ݏሾെ  (31-3)
  .تهيبراي شرط انرژي 
 0 ൒ ᇱᇱ଴݂ ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺସ଴ܪ63 ൅ ᇱ଴݂ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6 ൅ ଴݂ ൅ ଴ߩ2  (41-3)
  .براي شرط انرژي ضعيف
 (51-3)
൅ ᇱᇱ଴݂ ሻ4 ൅ ଴ݍ7 ൅ ଶ଴ݍ ൅ ଴݆ ൅ ଴ݏሺସ଴ܪ6 െ ᇱ଴݂ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6 െ ଴݂ ൅ ଴ܲ 3 ൅ ଴ߩ  
଴ܪ6ൣ3
൧ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺଷ
ଶ
଴݂
 0 ൒ ᇱᇱᇱ
  ژي قوي وبراي شرط انر
  (61-3)
െ ᇱᇱ଴݂ ሻ଴݆5 ൅ ሻ4 ൅ ଴ݍሺሻ1 െ ଴ݍሺ ൅ ଴ݏሺସ଴ܪ6 െ ᇱ଴݂ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6 ൅ ଴ܲ െ ଴ߩ  
଴ܪ6ൣ
൧ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺଷ
ଶ
଴݂
 0 ൒ ᇱᇱᇱ
مي توان بدون معرفي فشار و . با روشي ديگر نيز مي توان به اين قضيه نگاه كرد. براي شرط انرژي غالب
چگالي انرژي موثر از معادله ميدان بدست آمده از كنش مساله، فشار و چگالي انرژي خود ماده را برحسب 
يعني با فرض اينكه ماده كامل داريم و . [42]محاسبه كرد هاي مرتبه بالا گرانشجملات هندسي ناشي مدل 
  :تكانه قطري است مي توانيم از معادله ميدان –تانسور انرژي 
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݃ఉఈ݃ െ ஒ׏஑׏൫ െ ఉఈ݃ ଶሻோሺ௙ െ ఉఈܴሻܴሺᇱ݂  (6-3)
  ఉఈܶ ൌ ሻܴሺᇱ݂൯ஒ׏஑׏ఉఈ
  :فشار را به صورت زير بدست آوريم
௙ െ ଶܪݍሻܴሺᇱ݂3 ൌ ߩ  (71-3)
ଶ
 ሶܴ ܪሻܴሺᇱᇱ݂3 ൅
௙ െ ൌ ܲ  (81-3)
ሻோሺᇲ
ଷ
ሻோሺ௙ ൅ ሻܴ ൅ ଶܪݍ3ሺ
ଶ
௔ଶ െ ሷܴ ሺሻܴሺᇱᇱ݂ െ
ሶோ ሶ
௔
 ଶ ሶܴ ሻܴሺᇱᇱᇱ݂ െ ሻ
 .هستد  ܲ ൌ ௜௜ܶو  ߩ ൌ ௧௧ܶكه براي ماده كامل 
بسيار كم و در ( با فرض اينكه ماده، معمولي است) عالممشاهدات اخير نشان داده اند فشار ماده پركننده 
استفاده ( 71-3)از . كاهش مي يابند 0 ൒ ߩر شرط انرژي به شرط با اين فرض تمام چها. حد صفر است
  :كرده و بدست مي آوريم
଴ܪ81 െ ଶబ௙ െ ᇱ଴݂ ଶ଴ܪ଴ݍ3  (91-3)
ସ
଴݂
 0 ൒ ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺᇱᇱ
نكته مهمي كه بايد ياد آوري شود اين است كه براي پارامتر اسنپ هنوز هيچ مقدار مورد توافق عام گزارش 
براي . به اين دليل ما از روابطي كه در آن ها پارامتر اسنپ وجود دارد استفاده نمي كنيم. نشده است
  :وريماستفاده كرده و عبارتي به شكل زير براي اسنپ بدست مي آ( 81-3)از  0 ൌ ܲ
 (02-3) 
బ௙ ൌ ଴ݏ  
ᇲ
బு଺
బ௙మ
଴ܪ6 ൅ ሻ2 െ ଴ݍሺ ᇲᇲ
బ௙ ଶ
ᇲᇲᇲ
బ௙
൅ ሻ6 ൅ ଴ݍሺ଴ݍሾ െ ሻ2 െ ଴݆ ൅ ଴ݍെሺ ᇲᇲ
െ ሿሻ଴݆ ൅ 1ሺ2
బ௙
బ௙రுଶଵ
 ᇲᇲ
  ذكر چند مثال
در اينجا توابع مختلفي از اسكالر ريچي را معرفي مي كنيم و روابط قيدي بالا را در مورد اين 
  .[42،32]توابع تحقيق مي كنيم
  :تتابع اول به شكل زير مورد توجه اس
 ٣٣    
 
  ܰ א ݊ ,     ௡ିܴߙ ൌ ሻܴሺ݂  (12-3)
  :هاي زوج خواهيم داشت ݊و  0 ൐ ߙبراي ( 91- 3)با جاگذاري اين تابع در
଴ܴ ଶଵ െ ଴ܴ݊ଶ଴ܪ଴ݍ3െ  
଴ܪ81 െ ଶ
  0 ൒ ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺሻ1 ൅ ݊ሺ݊ସ
 ݊با جاگذاري مقادير فعلي پارامتر ها ي شتاب كاهشي، ثابت هابل و جرك قيد زير براي مقادير زوج 
  :بدست مي آيد
  0 ൒ 26.95 െ ݊05.44 െ ଶ݊46.71െ  (22-3)
 0 ൐ ߙنمي تواند براي  ݊حقيقي ارضاء  نمي شود نتيجه مي گيريم كه  ݊ چون اين نامساوي براي هيچ 
هاي  nفقط  0 ൐ αاين يعني براي . مي شودهاي فرد علامت نامساوي فوق برعكس  ݊براي . زوج باشد
  .هاي زوج مجاز هستند nفقط  0 ൏ αبا تحليلي مشابه در مي يابيم كه براي . فرد مجاز هستند
وجود  با. بست مي آورديم nقيد ديگري روي ( 02- 3)اگر ما مقدار فعلي اسنپ را مي دانستيم با استفاده از 
مي دهد  بدست nب تابعي از اين هنوز مي توانيم از اين رابطه به عنوان رابطه اي كه مقدار اسنپ را بر حس
  .استفاده كنيم
  :اگر تعريف كنيم
  26.95 െ ݊05.44 െ ଶ݊46.71െ ؠ ׎  
  :در نمودار زير رسم شده است مقادير اين تابع
 ׎بهمربوطيمنحن1-3نمودار                         
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اين واقيت نكات توضح داده شده در بالا را تاكيد مي . همانطور كه مي بينيم اين عبارت همواره منفي است
  :مي توان رسم نمود عبارت است از  ݊نموداري كه براي اسنپ بر حسب مقادير . كند
  :تابع دوم به شكل زير است
ோ ݈݊ߙ ൅ ܴ ൌ ሻܴሺ݂  (32-3)
ఓ
  
پس براي جواب دار بودن تابع فوق بايد داشته باشيم  0 ൏ ሻ1 െ ݍሺଶܪ6 ൌ ܴبا توجه به اينكه 
  :به عبارت زير مي انجامد 0 ൏ ߙبراي اين تابع و نيز براي همه ( 91-3)استفاده از . 0 ൏ µ
ఓ ൏ 0  
బோ
  ሻఉሺ୥ି݁ ൏
  :كه تعريف كرده ايم
ఈ ؠ ߚ  
బோ
  
ଵ ൌ ሻߚሺg  
ఉ
ሻߚ ൅ 1ሺ଴ݍ6െሾ
బு
మ
బோ
బு 63 െ 1 ൅
ర
బோ
  ሿሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺߚ మ
sبهمربوطيمنحن2-3رنمودا                                    
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ఓمنحني زير مقادير مجاز براي 
బோ
در منحني زير تمام حالات بين خط . را نشان مي دهد 0 ൏ ߙدر حالت  
ఓنمودار نشان مي دهد، . افقي و منحني رسم شده مقادير مجاز را نشان مي دهند
బோ
بزرگ به مقدار  ߚبراي  
  .ميل مي كند 1.2
يعني با استفاده از بررسي شرايط . ଶ݉ଵସି01 ൈ 2.1 د |ߤ|اين بدين معناست كه داريم  ଴ܴبا محاسبه  
مقادر زير منحني مجاز  0 ൏ ߙبراي . انرژي  توانستيم براي دو ثابت مساله حد مجازي را بدست آوريم
  .نيستند
  :ازمدل بعدي كه بررسي خواهيم كرد عبارت است 
  ௡ܴߙ ൅ ܴ ൌ ሻܴሺ݂  (42-3)
مي خواهيم از روابطي استفاده كنيم كه نيازي به پارامتر . مثبت يا منفي مي تواند باشد ߙ عدد صحيح و ݊
بعد از قرار دادن تابع فوق . براي شرط انرژي ضعيف استفاده مي كنيم( 41-3)اسنپ نداشته باشند يعني از 
  :داريم( 41-3)در 
 (52-3)
 0 ൒ ሻ1 ൅ ݊ሻ1 ൅ ܣሺ െ ଶ݊ܣሺ௡ሻ1െሺߙ  
  :كه تعريف كرده ايم
ૄ به مربوط منحني 3- 3نمودار                
૙܀
હبرحسب  
૙܀
   
 ٦٣    
 
ଶିబ௤ିబ௝ ؠ ܣ  
మሻబ௤ିଵሺ
  
به معادله زير مي  شرط اين   0 ൐ ሻܴሺᇱ݂شرط ديگري كه وجود دارد اين است كه بايد داشته باشيم
  :انجامد
   1 ൏ ଶି௡ଶሻ଴ܪ3.3ሺ݊௡ሻ1െሺߙ  (62-3)
در . بستگي دارد ߙبه علامت  به طور آشكاراز رابطه اول مي بينيم كه رابطه مربوط به شرط انرژي ضعيف 
و ( 52-3)جزئيات محاسبات ) هاي مثبت و منفي بدست آورد ߙو  ݊ نتيجه مي توان جواب هايي براي 
  .(ارائه شده است خدر ضميمه ( 62-3)
   و  ሽ … ,6െ ,2െ ,1,3ሼ ൌ ݊: عبارت است از݊ مقادير مجاز براي  0 ൐ ߙبه ازاء ( الف
  .هستند ଵିሿଶି௡ଶሻ଴ܪ3.3ሺ݊ሾ ൏ ߙ ൏ 0مقاديرمجازي براي  ሽ … ,8,6,4ሼ ൌ ݊
 ሽ … ,9,7,5,1ሼ ൌ ݊و . ሽ … ,5െ ,3െ ,1െ ,2ሼ ൌ ݊مقادير مجاز عبارت اند از  0 ൐ ߙبه ازاء ( ب
  .هستند 0  ൏ ߙ ൏ ଵିሿଶି௡ଶሻ଴ܪ3.3ሺ݊ሾെمقادير مجازي براي 
براي اينكه شرط  ،ଶܴߙ ൅ ܴ ൌ ሻܴሺ݂يك كاربرد اين تحليل اين است كه براي گرانش با تابع  مثلاً
ఓ െ ܴ ൌ ሻܴሺ݂مدل  مثلاًيا . بايد منفي باشد ߙشود  وردهآژي ضعيف برانر
ర
ோ
شرط ضعيف را برآورده  
ఓ െ ܴ ൌ ሻܴሺ݂ولي مدل . مجاز است 1െ ൌ ݊، ସߤെ ൌ ߙمي كند زيرا براي 
ల
మோ
 ،଺ߤെ ൌ ߙبراي  
  .مجاز نيست در نتيجه اين مدل شرط انرژي ضعيف را نقض مي كند 2െ ൌ ݊
  :مدل آخر عبارت است از
 ௡ܴߙ ൌ ሻܴሺ݂  (72-3)
  :براي اين مدل شرط انرژي ضعيف عبارت است از. عددي صحيح است ݊كه 
 0 ൒ ሻ1 ൅ ݊ሻ1 ൅ ܣሺ െ ଶ݊ܣሺ௡ሻ1െሺߙ  (82-3)
 0 ൐ ሻܴሺᇱ݂ولي براي شرط . كه در مدل قبل نيز همين نامعادله براي شرط انرژي ضعيف بدست آمد
  :داريم
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 0 ൏ ଶି௡ଶሻ଴ܪ3.3ሺ݊௡ሻ1െሺߙ  (92-3)
  :مثل مدل قبل دو دسته جواب داريم
  .ሽ … ,6െ ,4െ ,2െ ,1,3ሼ ൌ ݊:عبارت است از ݊مقادير مجاز براي  0 ൐ ߙبراي ( الف
  .ሽ … ,5െ ,3െ ,1െ ,2ሼ ൌ ݊:عبارت است از ݊مقادير مجاز براي  0 ൏ ߙبراي ( ب
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  چهارمفصل 
روش هاي مقيد سازي معادلات با استفاده از 
  كميت هاي بدست آمده از مشاهدات
  
  
ي كه مرهون كيهانشتاب  مثلاًشناسي،  كيهانبه منظور همخوان كردن نتايج نسبيت عام با مشاهدات اخير در 
از سويي . است، وجود انرژي تاريك مورد نياز استهاي مختلف  آزمايششگاهي رسيده از نتايج آزماي
شتاب جهان را بدون گرانش هاي مرتبه بالاتر ديگر، برخي از نظريه هاي جايگزين نسبيت عام به طور مثال 
هر نظريه اي كه با نتايج مشاهداتي همخواني دارد بايد نسبيت . نياز به حضور انرژي تاريك توجيه مي كنند
در مقام توضيح بايد گفت انرژي تاريك ماده اي با فشار . عام را در مقياس سيستم خورشيدي بدست دهد
  .درصد انرژي كل را تشكيل داده است 07دود همگن است كه ح تقريباًمنفي، 
اين مدل . است MDCΛهاي متفاوتي در مواجهه با انرژي تاريك وجود دارد كه يكي از آنها مدل  رهيافت
شناسي را مسئول انرژي تاريك مي داند كه به رغم موفقيت هاي چشم گير در مقايسه با  كيهانثابت 
در برخي نظريه ها به آن به چشم انرژي . تلف را داراستمشاهدات، مشكلات مختلف در مقياس هاي مخ
 ٩٣    
 
مرتبه اندازه كوچكتر از مقدار  021، حدود Λشناسي  كيهانخلاء نگاه شده كه در اين صورت مقدار ثابت 
  .پيش بيني شده است
را حل كند، اين مساله به چرايي اين موضوع مي پردازد كه اگر  1علاوه بر اين شخص بايد مساله انطباق
ي آغاز شده باشد، ساختار هايي شبيه كهكشان ها فرصت كافي عالمانبساط شتابدار از زمان اوليه تحول 
براي حل مساله انطباق  .در انرژي كل است Λمساله بعدي توجيه سهم . براي شكل گيري نمي داشته اند
اين مدل ها شامل يك ميدان اسكالر هستند كه اين ميدان اسكالر . معرفي شد ه اند ecnessetniuqمدل هايي 
ي عالماجازه مي دهند كه انرژي خلاء در دوره  ،انرژي پتانسيل خود برهم كنشي مربوطه حركت بهمنيبا 
  .حاضر غالب شود
ي نباشد و تنها اولين علائم عالموده ي، ناشي از ظهور جزء ديگري در تكيهانامكان ديگر اين است كه شتاب 
در اين راستا نظريه هاي مختلف، مشكلات و موفقيت هايي دارند . شكست دانش ما از قوانين گرانش باشد
نشان داده شده است كه در حد ميدان ضعيف پتانسيل  .است گرانش هاي مرتبه بالاكه موثر ترين آنها نظريه 
وقتي منحني هاي چرخشي راه شيري بدست آمده از طريق . شود نيوتوني با يك جمله اضافي تصحيح مي
مشاهدات را با منحني هاي حاصل از پتانسيل نيوتوني تصحيح شده مقايسه كردند، همخواني قابل قبولي 
  .[82]اين همخواني بدون وارد كردن ماده تاريك به مساله مشاهده شد. مشاهده شد
مي تواند راهي براي توجيه ماده تاريك و انرژي  مرتبه بالاگرانش هاي نتايج نشان مي دهد كه بررسي 
  .تاريك باشد
  :[92]يك نظريه جايگزين بايد قادر به توضيج پديده هاي زير باشد
   كهكشانيمنحني چرخشي  اطلاعات رسيده از( الف
  از خوشه هاي كهكشاني   eliforp ssamاطلاعات دريافتي با پرتو ايكس، مربوط به ( ب
  ت مربوط به اثر لنز گرانشي براي كهشان ها و خوشه هاي كهكشانياطلاعا( ج
  نخستين و رشد كهكشان ها عالمشكل گيري كهكشان هاي قديمي در ( د
                                                            
 melborp ecnedicnioc ١
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  .زمينه كه شامل اطلاعات در مورد افت و خيز هاي آكوستيكي طيفي اند كيهاني تابش( و
  جسمي براي پژهش هاي كهكشاني  N شبيه سازي( ه
  كيهانيشتاب انبساط ( ي
جهت  گرانش هاي مرتبه بالاي در عالمدر ادامه به بررسي كيفي منحني چرخش كهكشاني و شتاب انبساط 
  .درك بهتر رويارويي اين نظريه در مواجهه با اين دو مساله مي پردازيم
  
  (ecnessetniuq)خمش عنصر پنجم -يعالمشتاب انبساط  1-4
  :بدين منظور از كنش زير استفاده مي كنيم
  ሻMࣦ ൅ ሻRሺfሺgെඥସd ׬ ൌ S  (1-4)
را صرفا توسط خصوصيت هندسي ماده توضيح داد از اينجا  كيهانينبساط ابراي نشان دادن اينكه مي توان 
بعد از وردش كنش فوق معادلات ميدان عبارت . 0 ൌ Mࣦبه بعد فرض مي كنيم ماده وجود ندارد يعني 
  :خواهند بود از
  (2-4)
׏ െ ஒ஑gሻRሺf ଶଵ െ ஒ஑RሻRሺᇱ f  
  0 ൌ ൯஢஡gஒ஑g െ ஢ஒg஡஑g൫ሻRሺᇱ f஢׏஡
  :اگر معادله بالا را به صورت معادله اينشتين مرتب كنيم يعني به شكل زير
ஒ஑T ൌ Rஒ஑g ଶଵ െ ஒ஑R ൌ ஒ஑G  (3-4)
  ୣ୴୰୳ୡ
  :آنگاه خواهيم داشت
ቄ ሻRሺᇲ୤ଵ ൌ ஒ஑G  
ଵ
ଶ
ஒ஑T ൌ ቅ൯஢஡gஒ஑g െ ஢ஒg஡஑g൫ሻRሺᇱ f஢׏஡׏ ൅ ஒ஑gሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
  ୣ୴୰୳ୡ
  :مي توانيم نتيجه بگيريم( 3-4)كه با مقايسه با 
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  (4-4)
ؠ ୣ୴୰୳ୡஒ஑T  
ଵ
ሻRሺᇲ୤
ଵቄ
ଶ
  ቅ൯஢஡gஒ஑g െ ஢ஒg஡஑g൫ሻRሺᇱ f஢׏஡׏ ൅ ஒ஑gሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
تكانه ناشي از صرفا هندسه كه به معادله اينشتين -، به شكل يك تانسور انرژيሻRሺfكه در واقع اثر تابع 
، آن را به (1- 4)كردن كنش  كانونياده از روش در مرحله بعد با استف .اضافه شده است ديده مي شود
  :[03]صورت زير باز نويسي مي كنيم
 ൯ ሶR ,R ; ሶa ,a൫ࣦ td ׬ ൌ ሻ୴୰୳ୡሺA  (6-4)
كه در آن ضريب مقياس و اسكالر ريچي . واكر است- رابرتسون-در بالا فرض كرده ايم متريك ما فريد مان
  :هستند داريم 1متغير هاي كانونيكال
  ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ ܽ6 ൅ ൯ሻܴሺᇱ݂ܴ െ ሻܴሺ݂൫ଷܽ ൌ ൯ ሶܴ ,ܴ ; ሶܽ ,ܽ൫ࣦ  (7-4)
 ݇ሻܴሺᇱ݂ܽ6 െ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ଶܽ6൅  
  :لاگرانژ عبارت است از –مشتقات اولر . كه سهم ماده به صورت يك جمله فشار ظاهر مي شود
ሷୟቀ 2  (8-4)
ୟ
ሶୟሺ ൅ ቁ
ୟ
୩ ൅ ଶሻ
మୟ
 ሻ୴୰୳ୡሺpെ ൌ
ሷୟ൤ 6 ൅ R൜ ሻRሺᇱᇱ f (9-4)
ୟ
ሶୟቀ ൅
ୟ
ቁ
ଶ
୩ ൅
మୟ
 0 ൌ ൠ൨
ሶୟቀ (01- 4)
ୟ
ቁ
ଶ
୩ ൅
మୟ
ଵ ൌ
ଷ
 ሻ୴୰୳ୡሺρ
  :از معادله اول و سوم مي توانيم نتيجه زير را بگيريم
ሷୟ  (11-4)
ୟ
ଵ െ ൌ
଺
 ሿሻ୴୰୳ୡሺp3 ൅ ሻ୴୰୳ୡሺρሾ
  :ثبت ضريب مقياس ايجاب مي كند كه داشته باشيمرفتار با شتاب م
  0 ൏ ሻ୴୰୳ୡሺp3 ൅ ሻ୴୰୳ୡሺρ  ( 21-4)
                                                            
 elbairav lacinonac ١
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  :كه براي فشار و چگالي انرژي خمش داريم
ቀ 2ሼ ሻRሺᇲ୤ଵ െ ൌ ሻ୴୰୳ୡሺp  (31-4)
ሶୟ
ୟ
  ሻRሺᇱᇱ f ሷR ൅ ሻRሺᇱᇱ f ሶR ቁ
ሼ ሻRሺᇲ୤ଵ െ ൌ ሻ୴୰୳ୡሺρ  (41-4)
ଵ
ଶ
ୟቀ 3 െ ሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
ሶ
ୟ
 ሽሻRሺᇱᇱ f ሶR ቁ
با فرض وجود رابطه هاي به ( ارائه شده است دبالا و صفحه قبل در ضميمه  جزئيات استخراج روابط)
براي چگالي خمش و فشار متناظر براي خمش، با استفاده از رابطه  ሻ୴୰୳ୡሺρሻ୴୰୳ୡሺw ൌ ሻ୴୰୳ୡሺpشكل 
  :خواهيم داشت 0 ൌ ሻ୰ୣ୲୲ୟ୫ሺρبراي خلاء با ( 21-4)
  ଷଵ െ ൏ ୴୰୳ୡw  (51-4)
  :مي توانيم بنويسيم (41-4)و  (31- 4)با استفاده از روابط 
൅ 1െ ൌ ౬౨౫ౙ஡౬౨౫ౙ୮ ൌ ୴୰୳ୡw  (61-4)
౗ቀିሻRሺᇲᇲᇲ୤ ሶRሾ ሶRାሻRሺᇲᇲ୤ ሷR
ሶ
౗
ሿሻRሺᇲᇲ୤ቁ
భ
మ
౗ቀଷିሿሻRሺᇲ୤RିሻRሺ୤ሾ
ሶ
౗
ሻRሺᇲᇲ୤ ሶRቁ
  
از آنجايي كه اين نوع تابع پيش . بكار ببريم ୬R଴f ൌ ሻRሺfحال روابط فوق را مي خواهيم براي نظريه 
بيني هاي خوبي از كميت هاي رصدي مثل منحني هاي چرخش كهكشاني داشته است همواره مورد توجه 
براي سهولت فرض مي كنيم ضريب مقياس به شكل تواني باشد يعني به شكل . خاصي قرار گرفته است
ሺ଴ܽ ൌ ሻtሺܽ
୲
బ୲
براي نشان دادن . مثبت باشد αبراي اينكه انبساط شتاب دار داشته باشيم بايد . باشد ஑ሻ
- باشد و نيز فرض مي كنيم فضا 0 ൌ ሻ୰ୣ୲୲ୟ୫ሺρخود خمش بدون حضور ماده، فرض كرده ايم  رفتار
  :ا اين مفروضات به دو معادله قيدي براي دو ضريب موجود در مساله مي رسيمب. زماني تخت داريم
 0 ൌ ሿ1 ൅ n3 െ ଶn2 ൅ ሻ2 െ nሺαሾα  
 ሻ1 െ n2ሺሻ1 െ nሺn ൌ ሿሻ1 െ n െ 2 െ nሺα ൅ ଶnሾα 
  :كه مقادير مجاز عبارتند از
ଵ ,0 ൌ n    ,   0 ൌ α  
ଶ
 1 ,
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୬ଶ ൌ α 
ଵା୬ଷିమ
୬ିଶ
 2 ് n    ,    
 (61- 4)در نتيجه براي معادله . را بدست مي دهند ايستا عالمحل هاي دسته اول مورد توجه نيستند زيرا 
  :داريم
୬଺ሺെ ൌ ୴୰୳ୡw  
ଵି୬଻ିమ
ଷା୬ଽିమ୬଺
 ሻ
در واقع روابط فوق بيان گر اين حقيقت هستند كه توانستيم بدون استفاده از انرژي تاريك و صرفا با 
اظر است با حضور خمش از مراتب بالا متن. را توجيه كنيم عالماستفاده از خود هندسه، انبساط شتاب دار 
  . نوعي ماده با  فشار منفي
، مدل داده 1درخشندگي–دامنه  در مرحله بعد مي توان با استفاده از اطلاعات رصدي و با استفاده از روابط
 Zبر حسب پارامتر جابه جايي قرمز  Ldبدين منظور با داشتن منحني هاي درخشندگي . شده را مقايسه كرد
مي توان   هايي كه مدل ما با استفاده از رابطه زير بدست مي دهد حاصل از اطلاعات رصدي، و منحني
  . تخميني از مدل معرفي شده بدست آورد
୰ୢ ׬  
ᇲ
ሻమᇲ୰୩ିଵሺ
భ
మ
׬ ൌ
ᇲ୲ୢୡ
ሻᇲ୲ሺୟ
బ୲
׬ ൌ ୲
ᇲୟୢୡ
ᇲ ሶୟᇲୟ
బୟ
ୟ
୰
 ଴
با توجه به رابطه بين ضريب . ضريب مقياس در زمان حال حاضر است ଴aسرعت نور و  cكه در آن 
బୟ ൌ aمقياس و پارامتر جابه جايي قرمز به شكل 
Zାଵ
و فرمول ضريب مقياس در مدل ما يعني  
ሺ଴ܽ ൌ ሻtሺܽ
୲
బ୲
  :براي درخشندگي داريم ஑ሻ
ቀ బHୡ ൌ ሻn ,଴H ,ZሺLd  
஑
ଵି஑
ሻZ ൅ 1ሺሾሻZ ൅ 1ሺ ቁ
ಉ
 ሿ1 െ భషಉ
در اين مرحله مي توان با يك روش برازش منحني  .ثابت هابل در زمان حال حاضر است ଴Hكه در آن 
 .بدست آورد αبدست آمده از مشاهدات محدوده مناسبي براي ضريب وابسته به اين رابطه و منحني هاي 
را نيز  عالمسن (. ሻnሺα ൌ α)مي بينيم كه در اين حالت درخشنگي به پارامتر هندسي وابسته شده است 
  :مي توان محاسبه كرد
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୬ଷቀ ൌ t  
ଵା୬ଷିమ
୬ିଶ
଴H ቁ
 ଵି
كه البته مقادير عددي دو رابطه فوق را با استفاده از روش هاي مرسوم در فيزيك نجومي مي توان تخمين 
ملاك بعدي كنترل . زد و با مقادير رسيده از مشاهدات عددي مقايسه كرد كه در اينجا مورد نظر ما نيست
ሺ଴ܽ ൌ ሻtሺܽبا جاگذاري  .است ሻమ ሶ௔௔ ሷ௔ሺെ ൌ ଴qپارامتر شتاب كند شونده 
୲
బ୲
در اين رابطه و استفاده از  ஑ሻ
باشد مي  0 ൏ ଴qبايد  عالممي توان و با توجه به اين نكته كه براي انبساط شتاب دار  nبرحسب  αرابطه 
  .كه شتاب كند شونده را بدست مي دهند را بدست آورد nتوان بازه هاي جالب براي 
مي توان گفت كه بعد از مقايسه اطلاعات داده شده توسط مشاهدات رصدي و  جمع بنديفقط به عنوان 
را مي توان به عنوان مناسب ترين مقادير از  nمقادير تخميني با استفاده از مدل پيشنهادي، بازه هايي از 
كه بدين معناست كه مدل پيشنهادي خمش ما محدود به . جهت بيشترين شباهت حاصل از مقايسه برگزيد
يعني با اين شيوه مي توان ثابت هاي . ت هاي  خاصي مي شود كه بهترين تخمين را برآورده مي سازدحال
  .مساله را مقيد به مقادير خاصي كرد
  گزينه اي براي ماده تاريكهندسه به عنوان  2-4
با شروع . يك پتانسيل گرانشي تصحيح شده را القاء مي كند گرانش هاي مرتبه بالادر حد انرژي هاي پايين، 
شوارزشيلد، براي مدل  هو حل مادلات خلاء براي يك متريك شبه Mاز يك جرم نقطه اي 
  :[13]مي توان پتانسيل تصحيح شده زير را بدست آورد ୬R଴f ൌ ሻRሺf
Mୋ െ ൌ ሻrሺԄ  (71-4)
୰ଶ
୰ ቀ ൅ 1ሾ
ౙ୰
ቁ
ஒ
  ሿ
୬ଶଵ ൌ β  
ଵା୬଴ହାమ୬ଷ଼ିయ୬ଶଵାర୬଺ଷ√ିଵି୬଻ିమ
ଶା୬ସିమ୬଺
  
  :تصحيح مي شوددر واقع پتانسيل نيوتوني با يك جمله با قانون تواني 
Mୋ െ ൌ ሻrሺԄ  
୰ଶ
Mୋ െ
ౙ୰ଶ
୰ ቀ
ౙ୰
ቁ
ଵିஒ
  
مربوط است به  βاز آنجايي كه . به جرم سيستم بستگي دارد يعني براي هر كهكشان متفاوت است ୡrثابت 
با . مقداري ثابت باشد( كليه كهكشان ها)ساختار هندسي مساله بايد براي كليه نمونه هاي مورد بررسي 
 ٥٤    
 
 1 ൌ nبراي . را براي هر نمونه ديگري در مساله محاسبه كرد ୡr وانبا استفاده از يك نمونه مي ت βتثبيت 
ما كنش نسبيت عام را  1 ൌ nدر واقع به ازاء . و در نتيجه پتانسيل نيوتوني حاصل مي شود 0 ൌ βداريم 
اين يك پتانسيل نقطه اي است، براي يك توزيع غير نقطه اي جرمي مي توان سيستم را . بدست مي آوريم
با استفاده از اينكه . همه اين نقاط انتگرال بگيريم لنقطه اي تقسيم كرده و روي پتانسيبه بينهايت جرم 
୴ mشتاب حركت دوراني يك جرم نقطه اي در حال دوران 
మ
୰
است، و اينكه در حركت دوارني يك جرم  
نيروي ( فرض مي شود Mدر اينجا توزيع جرم، يك جرم نقطه اي به جرم )نقطه اي حول يك توزيع جرم 
  :امين كننده حركت دوراني نيروي جاذبه گرانشي است، در حالت تعادل خواهيم داشتت
୴ mെ ൌ ୰ԦሬF  
మ
୰
  ୰Ԧሬe
بردار يكه شعاعي كه طبق قرار داد به  ୰Ԧሬeبردار نيروي تامين كننده حركت دوراني در راستاي شعاعي،  ୰ԦሬFكه 
  . اندازه سرعت جسم است vسمت بيرون است و 
  :در اينجا داريم
  ሻrሺԄ୰Ԧሬ׏Mെ ൌ ሻrሺφ୰Ԧሬ׏െ ൌ ୰ԦሬF  
در نتيجه منحني هاي چرخش كه همان اندازه سرعت دوراني هستند . انرژي پتانسيل گرانشي است φكه 
  :عبارت خواهند شد از
ቀ ሻβ െ 1ሺ ൅ 1ሾ ୰ଶMୋ ൌ ଶୡv  (81-4)
୰
ౙ୰
ቁ
ஒ
  ሿ
، مي بينيم كه تصحيحي به ୰Mୋ ൌ ଶୡvباز هم در قياس با مشابه اين رابطه در حد نيوتوني نسبيت عام 
به ازاء . حاصل مي شود ୰Mୋ ൌ ଶୡvرابطه  1 ൌ nبه ازاء . شكل جمله تواني از فاصله ظاهرشده است
از آنجا كه اندازه گيري . منحني چرخش تصحيح شده بزرگ تر از جواب نيوتوني است 1 ൏ ߚ ൏ 0
 1زه گيري جرم درخشانهاي مبتني بر اندامنحني هاي چرخش كهكشان هاي مارپيچ، نسبت به پيش گويي 
و پتانسيل نيوتوني، منحني چرخش بزرگتري را نشان مي دهد، نتيجه بالا پيشنهاد مي كند كه پتانسيل 
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گرانشي تصحيح شده ما ممكن است بتواند اين اختلاف مشاهده شده حاصل از اندازه گيري و نتايج 
  .معادلات نيوتوني را بدون نياز به معرفي ماده تاريك توجيه كند
، در فواصل زياد 1 ൏ ߚ ൏ 0همان طور كه ديده مي شود منحني چرخشي تصحيح شده در بازه مورد نظر
با وجود اين (. همين اتفاق در حالت نيوتوني اتفاق مي افتد)به طور مجانبي به سمت صفر ميل مي كند 
حتمال ولي اين موضوع ا. گفته مي شود كه منحني چرخشي حاصل از داده هاي مشاهداتي تخت هستند
زيرا هيچ كدام از آزمايش هاي . اينكه منحني چرخشي در فواصل زياد صفر شود را مردود نمي سازد
اين منحني ها با احتساب عدم  معمولاًرا تا فواصل بسيار زياد بدست نمي آورند و  ୡvمشاهداتي مقادير 
  .قطعيت هاي مبتني بر آخرين نقاط اندازه گيري تخت هستند
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 ٧٤    
 
  
  
  
  
  فصل پنجم
گرد از نوع ننا همساحل هاي دقيق تعميم يافته 
  سنريحل هاي ك
  
  
گرانش هاي مرتبه سنر در هايي از حل متريك نا همسانگرد ك هدف اين فصل بررسي شرايط وجود تعميم
سنر در شرايط خلاء و نيز در زماني كه ماده به مساله ك در قسمت اول به طور خلاصه حل. استبالاتر 
در قسمت دوم به جستجو براي يافتن . مورد بررسي قرار مي گيرد در نسبيت عام اينشتين، شوداضافه مي 
با معرفي سه چگالي لاگرانژي و بررسي معادلات ميدان آنها  به گرانش هاي مرتبه بالاتر حل هاي مشابه در 
كه جواب هايي مورد  منظور از تعميم يافته اين است. هدف يافتن جواب هاي تعميم يافته كسنر مي پردازيم
  .سنر در نسبيت عام اينشتين را بدست دهندتند كه در حالاتي خاص جواب هاي كنظر ما هس
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  در شرايط خلاء حل هاي دقيق معادلات ميدان اينشتينبه عنوان سنري حل هاي كمعرفي  1-5
دو ويژگـي  ايـن  .شناسي حد اقل دو ويژگي همواره اصل فرض مـي شـوند  كيهانهمانطور كه مي دانيم در 
طبـق نتـايج بدسـت آمـده از . به همه ناظرها تحميل مي كنـد  عالمهمسانگردي و همگني را در ابعاد وسيع 
قابل مشـاهده را ارائـه  عالممعلوم شده است كه اين دو اصل توصيف نسبتا دقيقي از  ،تحقيقات و مشاهدات
اي فضـا زمـان بدسـت مـي آيـد كـه اگر اين دو اصل در معادلات اينشتين بكار رود متريكـي بـر . مي دهند
  :عبارت است از ،موسوم است W.R.Fهمسانگردي و همگني را دارا خواهد بود اين متريك كه به 
మ௥ௗ ሾሻݐሺଶܽ െ ଶݐ݀ ൌ ଶܵ݀  (1-5)
మ௥௞ିଵ
  ሿଶߗ݀ଶݎ ൅
با وجود كفايت مدل هاي همسانگرد در . كه در متريك فوق تمام كميت ها همان تعريف معمولشان را دارند
بـه اين همخـواني  ،عالمتحول ( منظور زمان هاي خيلي بعد تر از تكينگي اوليه است)توصيف مراحل اخير 
رد در مراحـل نخسـتين خودي خود نمي تواند دليل مناسبي براي كارايي مشابه مدل هايي از نـوع همسـانگ 
چرا كه معياري كـه مـدل هـاي همسـانگرد را بـراي . خيلي نزديك به تكينگي زماني اوليه باشد عالمتحول 
توصيف جهان قابل مشاهده مناسب نشان مي دهد مقايسه نتايج حاصل از اين مدل هـا بـا نتـايج حاصـل از 
تنهـا   ،راي زمان هاي اوليه وجـود نـدارد ولي چنين ملاكي ب. مشاهدات مستقيم از جهان قابل مشاهده است
ها را با نتايج حاصـل از  نظريهترتيب داد و ( روي زمين)كاري كه مي توان كرد اين است كه آزمايش هايي 
در نتيجـه هنـوز بررسـي مـدل . م مي شودامثالي از اين آزمايش ها در شتاب دهنده ها انج. آنها مقايسه كرد
نكتـه جـالبي كـه در . را بدست دهـد  عالمات مفيدي از تحولات نخستين هاي ناهمسانگرد مي تواند اطلاع
تبديل به مدلي  ،بررسي مدل هاي ناهمسانگرد وجود دارد اين است كه بسياري از اين مدل ها در آينده خود
شناسي امروز توضيح درجه بالاي همگنـي و  كيهاناز سويي ديگر يكي از اهداف مهم . همسانگرد مي شوند
  مي باشد كه نيل به اين مقصود بررسي مدل هايي بـا عموميـت كـافي را  عالممشاهده شده در  همسانگردي
  .مي طلبد
  :است كه با متريك بيانكي نوع يك به فرم زير توصيف مي شود مدلي يكيهانساده ترين مدل نا همسانگرد 
  ଶݖ݀ሻݐሺଶܿ ൅ ଶݕ݀ሻݐሺଶܾ ൅ ଶݔ݀ሻݐሺଶܽ ൅ ଶݐ݀െ ൌ ଶܵ݀  (2-5)
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فاكتور مقياس متريك فوق است كه توسط معادلات ميدان اينشتين تعيـين   ሻݐሺܽو  ሻݐሺܾ ، ሻݐሺܽدر اينجا 
  .اين سه تابع تحولات زماني مستقل از هم را دارند. مي شوند
. [23]اولين كسي بود كه معادلات اينشتين را براي متريك عمومي فوق در حالت خـلاء حـل نمـود  1كسنر. ا
  :استخراج سه تابع فاكتور مقياس به شكل زير مي باشدجواب نهايي با 
  ଶݖ݀య௣ଶݐ ൅ ଶݕ݀మ௣ଶݐ ൅ ଶݔ݀భ௣ଶݐ ൅ ଶݐ݀െ ൌ ଶܵ݀  (3-5)
دو قيـد زيـر را  سـنر موسـوم هسـتند عدد مي باشند و به ضرايب ك اكه در اينج ଷpو  ଶp ، ଵpسه ضريب 
  :ارضاء مي كنند
   1 ൌ ଵୀ௜ଷ௜݌ ∑  
ଶ௜݌ ∑ 
ଷ
 1 ൌ ଵୀ௜
حالاتي كه فقط دو تا از ضـرايب يكسـان باشـند . سنر واضح است كه نمي توانند يكسان باشندسه ضريب ك
ଵ െሺفقط براي سه تايي 
ଷ
ଶ ,
ଷ
ଶ ,
ଷ
 ،در بقيه حالات سه ضـريب بـا هـم متفاوتنـد . اتفاق مي افتد ሻ1,0,0ሺو  ሻ
  .يكي از آنها منفي و بقيه مثبت خواهند بود
در اين صورت ضـرايب متريـك در . ଷ݌ ൏ ଶ݌ ൏ ଵ݌بدون از دست دادن عموميت مساله فرض مي كنيم 
  :بازه هاي زير معتبر خواهند بود
ଵ െ  
ଷ
  0 ൏ ଵp ൏
  ଷଶ ൏ ଶp ൏ 0  
ଶ  
ଷ
  1 ൏ ଷp ൏
يـك ناحيـه كوچـك بدين معني كه  ،دارند 0 ൌ ݐشكل در  2به طور كلي اين حل ها يا يك تكينگي سيگار
ايـن ناحيـه  0 ՜ ݐيعني درفضايي كه در زماني معين تقارن كروي داشته است در زمانهاي نزديك به صفر 
در  ،حالت ديگر اين است كه در آن متريك در دو بعد تحـول داشـته باشـد . بينهايت دراز و باريك مي شود
يك ناحيه ديسكي بي نهايـت نـازك خواهـد شـد كـه بـه آن  0 ՜ ݐاين صورت ناحيه با تقارن كروي در 
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حل هـاي بيـانكي  ،را به مساله اضافه كنيمدر اين مدل ها اگر ما ماده  .[33]مي گويند 1تكينگي كلوچه شكل
بي نهايت بـزرگ مـي شـود يعنـي در  ߩاز اين حيث كه چگالي ماده  ،تكينگي هاي فيزيكي خواهند داشت
  .0 ՜ ߩداريم  0 ՜ ݐ
 0 ൌ ݐاما نزديك نقطـه تكـين . سنر يك حل دقيق معادلات ميدان اينشتين براي فضاي تهي استمتريك ك
واگرا مـي  0 ൌ ݐمتناسب اند در  ଶିݐيك حل تقريبي خواهد بود زيرا جملات معادلات ميدان خلاء كه با 
حتـي بـراي حـالتي كـه توزيـع  ،(در بخش بعدي اين موضوع به تفصيل توضـيح داده خواهـد شـد )شوند 
بـا توجـه بـه . [43]زيرا جملات ماده نيز در نقطه تكين واگرا مي شوند. يكنواختي از ماده وجود داشته باشد
ار بـردار سـرعت بـراي ه ـوابستگي چگالي ماده و مولفه هـاي چ  ،ارائه خواهد شد بعد تحليلي كه در بخش
ఘ ൌ ܲحالت خاص 
ଷ
  :عبارت است از 
  ሻయ௣ିଵሺଶିݐ~ߩ  (4-5)
ଶ ሻయ௣ିଵሺݐ~௔ݑ 
  ⁄
است مي بينيم كه چگالي ماده با كاهش پارامتر زمان بـه سـمت  1 ൑ ଷ݌  همواره از آنجا كه در نسبيت عام
بـراي حالـت . ار بردار سرعت به سمت صفر مـي رود هلي چو. صفر طبيعتي واگرا را از خود نشان مي دهد
مي ولي . بردار مقداري مبهم را اختيار مي كنندراهچگالي و مولفه هاي چ 0 ൌ ݐظاهرا در  1 ൌ ଷ݌خاص 
به متريك مينكوسكي تبديل  همديسمتريك با تبديلي  ሻ1,0,0ሺسنر به شكل ايب كبراي ضر توان نشان داد
يك تكينگـي فيزيكـي نيسـت و فقـط حاصـل انتخـاب  0 ൌ ݐيعني براي ضرايب فوق تكينگي  ،مي شود
  . مختصاتي خاص است
در غير در تمام اين صحبت ها فرض بر اين بود كه ماده اختلال قابل توجهي روي تحول متريك ندارد زيرا 
كـه  اين صورت ما مساله را مي بايست براي تانسوري خاص از ماده حل مـي كـرديم و در نتيجـه متريكـي 
ي فـرض ما به هنگام اضافه كردن ماده به مساله به طور ضمن. سنر نمي بودبدست مي آورديم ديگر متريك ك
از آنجـايي ايـن . لاء استسنر يك حل خدر قبل گفتيم كه متريك ك. نر استسكرديم كه متريك ما متريك ك
يعنـي بايـد در . حل در خلاء داراي يك تكينگي است حضور ماده نبايد طبيعت اين تكينگي را تغييـر دهـد 
همانطور كه بيان شد تانسـور انـرژي در . حضور ماده تكينگي همچنان وابسته به هندسه باشد نه حضور ماده
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 ١٥    
 
شد اندازه عددي جملات تانسور انرژي كمتـر از حال اگر سرعت ر. زمان صفر نيز داراي يك تكينگي است
در بخش بعد اين موضـوع را بررسـي  .رشد جملات ميدان باشد، حضور ماده را مي توان بي تاثير تلقي كرد
  .مي كنيم
  :جملات غالب در مولفه هاي تانسور انرژي تكانه را بدست مي آوريم حال
    ሻయ௣ାଵሺିݐ~ଶ଴ݑߩ~଴଴ܶ  (5-5)
    ሻయ௣ିଵሺଶିݐ~ߩ~ଵଵܶ 
ିݐ~ଶݑଶݑߩ~ଶଶܶ 
    ሻయ௣ିమ௣ଶାଵሺ
ଷܶ 
ିݐ~ଷݑଷݑߩ~ଷ
 ሻయ௣ାଵሺ
مي بينيم براي تمامي مولفه هـاي تانسـور انـرژي تكانـه  داريـم  ،مي باشد 1 ൑ ଷ݌از آنجايي كه همواره  
ఈܶ
فقط جملات ميدان هستند كه مهم مـي  0 ՜ ݐو اين بدين معني است كه در حضور ماده در  ଶିݐ ൑ ఈ
در مقابل جملات ميدان قابل صرف نظر كـردن خواهنـد بـود و ( جملات تانسور انرژي تكانه)شوند و بقيه 
سنر كه حـل خـلاء بـود حتـي بـا متريك ك 0 ՜ ݐاين به نوبه خود بدين معني است كه در نسبيت عام در 
 ،خـود  ଶିݐ ൑ ఈఈܶتوجه كنيد كه شرط . ن خواهد بودوجود ماده توصيف كننده كننده خوبي براي فضا زما
  : زماني را به شكل
  ଶି଴ݐ ൑ ఈఈܶ  
سنر متريك ك: گفت نشان مي دهد كه از تكينگي تا اين زمان مي توان اثر ماده را ناديده گرفت و به خلاصه 
مستقل از اينكه ماده باشد يا نباشد توصيف كننده خوبي از فضا زمان است و اين خوب بودن هر  ଴tتا زمان 
  .چه به سمت تكينگي به عقب برگرديم دقيق تر خواهد بود
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  ترهاي مرتبه بالا سنري در گرانشحل هاي تعميم يافته ك 2-5
اكنون مـي خـواهيم  ،ر نسبيت عامسنري ده شده در قسمت قبل براي حل هاي كبا توجه به توضيحات داد 
بررسي كنيم و مشخص كنيم در چـه شـرايطي چنـين حـل هـايي  گرانش هاي مرتبه بالامساله مشابه را در 
  .[53]وجود دارند
 ܴانتظار داريم كه جملات غالب در بسط تابع تحليلي معرفي شده جـايگزين  ،واقع گرايانه نظريهبراي يك 
  :در مدل هايي با كنش ሻܴሺ݂يعني بسط تحليلي  ،در كنش اينشتين هيلبرت
݀ሻܴሺ݂݃െඥ ׬ ఞଵ ൌ ீுܵ  (6-5)
  ݔସ
كه انتخاب يك تابع تحليلـي . در آيند ܴ ൎ ሻܴሺ݂در حد هاي كلاسيكي يعني در گرانش نيوتوني به شكل 
 ،(6-5)با اين ويژگي در واقع به ما اين امكان را مي دهد كه در حـالات بـا گـرانش ضـعيف نظريـه عـامتر 
  :هيلبرت به شكل زير را بدست دهد-با كنش اينشتيناينشتين نسبيت عام   نظريه
ܴ݀݃െඥ ׬ ఞଵ ൌ ுாܵ  (7-5)
   ݔସ
  :مطلوب در گرانش ضعيف رفتاري به شكل زير را خواهد داشت نظريهيعني به طور خلاصه 
ீுܵ  
گرانش ضعيف
  ுாܵ ሮ ۛۛ ۛۛ ሱۛ
مـي  trebliH  ‐nietsniE مخفـف  (5.7)در  HEو  ytivarG redrO rehgiHمخفـف  (6-5)در  GH)
زيرا در گرانش  ،چنين ويژگي را نمي توان از نظريه در گرانش هاي قوي انتظار داشت ،با وجود اين(. باشد
در واقع در چنـين موقعيـت هـايي انتظـار داريـم . نداريم ሻܴሺ݂هاي قوي ما اطلاعي درستي از شكل تابع 
با توجه به اينكـه كـنش . تصحيحات كوانتومي جاي خود را باز كرده و نظريات ما دستخوش تغييراتي شوند
 يچي است ما براي يك بررسي جامع شناسي شامل جمله اي ناوردا از اسكالر ركيهان نسبيت عام بدون ثابت 
يعنـي تـابعي بـه شـكل . را مطالعه كنـيم  ఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴو  ఉఈܴఉఈܴتحليلي از  ترجيح مي دهيم توابعي
بـا . را مطالعه مي نماييمهستند  ఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴو  ఉఈܴఉఈܴ، ܴبه ترتيب  ܼو   ܻ، ܺكه   ሻܼ ,ܻ ,ܺሺ݂
 ،چنين تابعي مي تواند به شـكل جملات غالب در بسط فرض تحليلي بودن اين تابع در تمام نقاط دامنه آن، 
پس تمام كاري كه انجام مي دهيم اين است كـه سـه . باشد ௡ሻఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴ(يا   ௡ሻఉఈܴఉఈܴሺ ، ௡ܴ
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 ياز سـوي . تابع فوق را بررسي كرده و جواب هاي تعميم يافته كسنري را در صورت وجود بدسـت آوريـم 
ديگر معلوم مي شود كه آيا اين جواب ها در شرايط خاص منجر به جواب هاي نسبيت عـام مـي شـوند يـا 
تغيير كرده و در قسمت بعدي خواهيم  (3-5)پاسخ تعميم يافته بدين معني است كه دو قيد موجود در . خير
  . خواهند شد ݊موجود در مساله يعني متغير آزاد ديد كه تابعي از 
اسـتفاده كـرده  ߜ ൅ 1از  ݊در آن بجاي . را مطالعه مي كنيم ఋାଵܴي در ابتدا تابع به شكل در قسمت بعد
كـه محـدوده  ߜرا بـا ضـريب  (7-5)هيلبـرت -در كنش اينشتين ܴبا اين كار در واقع انحراف  آن از  ،ايم
هر رابطـه اي كـه  در. يمه انشان داد ،اعتبار آن بعد از بررسي معادلات ميدان منتج از مدل مشخص مي شود
در . روابط مشابه در نسبيت عام بدست مـي آيـد  ،وجود داشته باشد با اتخاذ مقدار صفر بجاي آن  ߜدر آن 
و  ఉఈܴఉఈܴهيلبرت جمله هاي به شكل  -را داريم زيرا در كنش اينشتين ݊دو تابع ديگر همچنان ضريب 
  .ما در اين بررسي ميزان انحراف را آن ها را بررسي كنيم تاوجود ندارد  ఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴ
  :[63]در اينجا به مدل اول با چگالي لاگرانژي زير مي پردازيم 3-5
ܴ݃െඥ ఞଵ ൌ ீுܮ  (8-5)
   ఋାଵ
چگالي لاگرانژي انيشـتن هيلبـرت در نسـبيت عـام  0 ՜ ߜدر حد . ابتي هستندثهر دو مقادير  ߯ و  ߜ كه 
به صورت نمايي انتخاب شده است، و آن هم به اين دليـل كـه  ሻܴሺ݂در اينجا فرم . معمولي بدست مي آيد
به معـادلات در نسـبيت  0 ൌ ߜ تحليل معادلات منتج ساده تر خواهد شد و نيز در معادلات با گذاشتن اولاً
مقدار انحـراف از معـادلات معمـولي  ߜتيجه مي توان به ازاي مقادير مختلف عام معمولي مي رسيم كه در ن
  .نسبيت عام را مورد بررسي قرار داد
كـنش كلـي، حاصـل از كـنش ناشـي از مـاده و كـنش مربـوط ب ـه جملـه هندسـي اضـافه شـده يعنـي 
  :است ఋାଵܴ ൌ ሻܴሺ݂
  ௠ܵ ൅ ݔସ݀ீுܮ ׬ ൌ ீுܵ  (9-5)
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از اثرات كنش در بينهايت صرف نظر مي كنيم كه اين شرط مرزي ما طبق معمول  .كنش ماده است ௠ܵكه 
حاصل به شكل زير . براي بدست آوردن معادلات ميدان كنش كلي را وردش مي دهيم .در بينهايت است
  : است
  ఉఈܶ ߢ ൌ ఉఈതܲ  (الف-01-5)
  :است ఉఈܩتانسور اينيشتن تعميم يافته، ఉఈതܲكه 
  (ب-01-5)
ఋܴሻଶߜ െ 1ሺߜ ൌ ఉఈതܲ
ഁ,ோഀ,ோ
మோ
ఋܴሻߜ ൅ 1ሺߜ െ
ഁഀ;ோ
ோ
െ ఉఈܴఋܴሻߜ ൅ 1ሺ ൅
ଵ
ଶ
െ ఋܴܴஒ஑g
ஔRሻଶδ െ 1ሺδஒ஑g
೎,ோ೎,ோ
మR
ఋܴஒ஑gሻδ ൅ 1ሺδ ൅
ோᇝ
ோ
  
  .(ذ ضميمه)به طور معمول تعريف مي شود تكانه مربوط به ماده است و-تانسور انرژي ఉఈܶكه 
حل معـادلات كسـنر حال در اينجا به دنبال شرايطي هستيم كه تحت آن شرايط يا معـادلات قيـدي، متريـك 
  :عبارت است از كسنرمتريك  .باشد (01-5-ب)ميدان 
  ଶݖ݀య௣ଶݐ ൅ ଶݕ݀మ௣ଶݐ ൅ ଶݔ݀భ௣ଶݐ ൅ ଶݐ݀െ ൌ ଶܵ݀  (11-5)
  :اين ضرايب بر قرار استدر نسبيت عام معمولي روابط زير بين . ها ضرايب كاستر هستند ௜݌كه 
   ଵୀ௜ଷ1 ൌ ௜݌ ∑  
  ଵୀ௜ଷ1 ൌ ଶ௜݌ ∑  
  :ها در بازه هاي زير قرار مي گيرندiPو
ଵ െ  
ଷ
  0 ൑ ଵ݌ ൑
  ଷଶ ൑ ଶ݌ ൑ 0  
ଶ  
ଷ
  1 ൑ ଷ݌ ൑
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  حل معادلات در شرايط خلاء 1-5-3
  :صفر خواهد بود (الف-01-5)براي يافتن حل هاي خلاء سمت راست رابطه 
  0 ൌ ఉఈതܲ  (21-5)
  :را در معادله ميدان فوق قرار دهيم، به دو معادله قيدي زير مي رسيم كسنراگر مؤلفه هاي متريك 
  
  ሻଷ݌ ൅ ଶ݌ ൅ ଵ݌ሺሻߜ ൅ 2ሺߜ ൌ ሻߜ2 ൅ 1ሺଶߜ3 ൅ ሻଷ݌ଶ݌ ൅ ଷ݌ଵ݌ ൅ ଶ݌ଵ݌ሺሻߜ െ 1ሺ(31-5)
  ሻଷ݌ ൅ ଶ݌ ൅ ଵ݌ሺሻଶߜ2 ൅ 1ሺ ൌ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ3 ൅ ሻଶଷ݌ ൅ ଶଶ݌ ൅ ଶଵ݌ሺሻߜ െ 1ሺ(41-5)
است اگر و فقط اگر دو معادله  ఋାଵܴ ൌ ሻܴሺ݂لحل خلاء معادلات ميدان براي مد كسنردر واقع متريك 
  .شوند ءبالا ارضا
  : دسته اول عبارت است از .حل  معادلات بالا دو دسته جواب زير را ارائه مي كند
ఋିଵሻఋଶାଵሺఋଷ ൌ ௜݌ ∑  (51-5)
ଷ
  ଵୀ௜
ఋଷ ൌ ଶ௜݌ ∑ (61-5)
మሻఋଶାଵሺమ
మሻఋିଵሺ
ଷ
  ଵୀ୧
  :اين دسته فقط يك حل دارد كه به شكل زير است
  ఋିଵሻఋଶାଵሺఋ ൌ ଷ݌ ൌ ଶ݌ ൌ ଵ݌  (71-5)
چون  .با هم برابر مي شوند كسنررا با هم حل كنيم هر سه ضريب  (61-5)و (51-5)در واقع اگر معادلات 
 و 1بليرنيز اين جواب قبلا توسط  را بدست مي دهد و يكساني جواب ها ௜݌اين جواب براي 
  .بدست آمده و مورد بحث قرار گرفته در اينجا به آن نمي پردازيم [83،73]2اشميت
  :دسته دوم جواب عبارت است از
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  ଵୀ௜ଷߜ2 ൅ 1 ൌ ௜݌ ∑  (81-5)
  ଵୀ୧ଷଶߜ4 െ 1 ൌ ଶ௜݌ ∑  (91-5) 
همان طور كه  .[23]ستر توصيف مي شودكه با متريك ك عالميميمي است از كه حالتي جديد و در واقع تع
سنر در نسبيت عام عادي خواهند بود و حل هاي استاندارد ك ،اين معادلات 0 ൌ δ مي بينيد اگر قرار دهيم
   .همان قيد هاي ذكر شده در بالا را خواهند داد
انبساط شونده را داشته باشيم اين است  عالمسنر يك مي دهيم كه شرط اينكه با متريك كقبل از ادامه نشان 
  :كه
  ଵୀ୧ଷ0 ൒ ௜݌ ∑  (02-5)
افزايش بعد داشته باشيم يعني حد اقل  ∞ → tبد بايد در حد اقل يك بعد در انبساط يا عالمبراي اينكه 
شرط فوق بدين معني است كه اگر در بد ترين حالت  .صفر نشود در كسنريكي از ضرايب متريك 
مجموع دو ه اندازه آن از انداز ضريب سوم هم بايد مثبت باشد وهم ،دو تا از ضرايب متريك منفي باشد
  :يعني( بيشتر باشد اط از سرعت انقباض در دو بعد ديگريعني سرعت انبس)ضريب ديگربزرگ تر باشد 
  0 ൒ ଵ݌  
  |ଷ݌ ൅ ଶ݌| ൒ ଵ݌  
  ଷ݌ െ ଶ݌െ ൌ |ଷ݌ ൅ ଶ݌| , ଵ݌ ൌ |ଵ݌|  
  0 ൒ ଷ݌ ൅ ଶ݌ ൅ ଵ݌ ՜  ଷ݌ െ ଶ݌െ ൒ ଵ݌  
به  tزماني كه  ،مؤلفه متناظر با آن در متريك سنر منفي باشد،وضيح نيست كه اگر يكي از ضرايب كلازم به ت
مي شود و كيهان در آن راستا ديگر انبساط نخواهد ( تقريبا صفر)سمت بينهايت ميل كند كوچك وكوچكتر 
  .يافت
  :اين نتيجه را مي توان از مثبت بودن متوسط ثابت هابل نيز بدست آورد
ଵ ൌ ܪ  
ଷ
௔ሺ
ሶ
௔
௕ ൅
ሶ
௕
௖ ൅
ሶ
௖
  0 ൒ ሻ
∞ → t
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سنر شرط فوق جاگذاري اين ضرايب از متريك ك با. به ترتيب ضرايب مقياس در سه بعد است ܿو ܾ ،ܽكه 
  .بدست خواهد آمد
  :خواهيم داشت (02-5) و (81- 5)در ادامه با استفاده از رابطه 
ଵ െ ൒ δ  ՜ 0 ൒ δ2 ൅ 1  
ଶ
  
  :داريم (91-5)واز رابطه 
ଵ െ  ՜ 0 ൐ ଶδ4 െ 1  
ଶ
ଵ ൏ ߜ ൏
ଶ
 
يعني ) .داشتجود نخواهد و ሻܴሺ݂ حل هاي نا همسانگرد براي اين نوع خارج از اين بازه باشد، δ اگر
دقت مي كنيم كه اهميت شرط اول كه در  (.نيست (ب-01-5) سنر ديگر جواب معادله ميدانمتريك ك
شرط دوم نيز وجود دارد اين است كه با يك مفهوم فيزيكي يعني انبساط بدست آمده است بر خلاف شرط 
  . دوم كه تنها با يك ملاحظه منطقي رياضي بدست آمده است
بدون از دست دادن عموميت مساله شرط اضافه زير را وارد مي  (81-5)و  (91- 5)براي تحليل جواب هاي 
  :كنيم
 ଷ݌ ൏ ଶ݌ ൏ ଵ݌  (12-5)
روش كار بدين صورت است  .را بدست آوريم كسنرحال مي خواهيم محدوده جواب هر يك از ضرايب 
لي در و  ଷ݌ ൌ ଶ݌ ديگر قرار مي دهيمبار  ଶ݌ ൌ ଵ݌ يك بار قرار مي دهيم (91-5) و (81- 5) كه در
دسته جواب به صورت زير خواهيم با اين كار دو  .تحليل نهايي حالات مساوي را در نظر نمي گيريم
  :دسته اول عبارت است از .تداش
ඥേఋଶାଵ ൌ ଶ݌ ൌ ଵ݌  (الف -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
 
ඥଶേఋଶାଵ ൌ ଷ݌  (ب - 22-5) 
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
 
  :ودسته دوم عبارت است از
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ඥേఋଶାଵ ൌ ଷ݌ ൌ ଶ݌  (پ -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
 
ඥଶേఋଶାଵ ൌ ଵ݌  (ت -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
 
ه طور مستقيم رابطه اي وجود ندارد پس ما نمي توانيم ب ଷ݌و ଵ݌بين  (12-5) توجه مي كنيم كه در رابطه
چون  .نتخاب كردا ଷ݌ را براي( ب -22-5) از دسته اول مي توان حالت بالايي .ا بررسي كنيمر ଷ݌ ൌ ଵ݌
نتخاب ا ଵ݌ را براي( ت -22-5) از دسته دوم مي توان حالت پاييني از همه بزرگتر است و( 12-5) طبق
 :تا اينجا مي توانيم بازه ها را بدين شكل بنويسيم. كرد چون از همه كوچكتر است
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺඥଶିఋଶାଵ  (ث -22-5)
ଷ
 Σ ൑ ଵ݌ ൑
 Ψ ൑ ଶ݌ ൑ Σ  (ج -22-5)
ඥଶାఋଶାଵ ൑ ଷ݌ ൑ Ψ  (چ -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
 
هر  Ψ و Σ با اين علم كه .را با استفاده ازجواب هاي بالايي در دو دسته جواب تعيين كرد Ψ و Σحال بايد 
زيرا بازه بدست آمده فقط شامل يك )را انتخاب كنند  (-يا هر دو + هر دو ) دو نمي توانند جوابهاي يكسان
  :دوحالت مي ماند( عدد خواهد شد
ඥିఋଶାଵ ൌ Ψ ൌ ଷ݌ ൌ ଶ݌  (ح -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
ඥାఋଶାଵ ൌ Σ ൌ ଶ݌ ൌ ଵ݌  (خ -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
  يا
ඥାఋଶାଵ ൌ Ψ ൌ ଷ݌ ൌ ଶ݌  (د -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
ඥିఋଶାଵ ൌ Σ ൌ ଶ݌ ൌ ଵ݌  (ر -22-5)
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
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براي  .ها بدست مي دهد ݌براي  δ آن مقدار سه بازه به ازاءطه قطع مي كند كه منحني را در چهار نق
  :واهيم داشتخ  0 ൌ ߜ
ଵ െ  
ଷ
  0 ൑ ଵ݌ ൑
  ଷଶ ൑ ଶ݌ ൑ 0  
ଶ  
ଷ
  1 ൑ ଷ݌ ൑
  .همان بازه هايي اند كه قبلا در حل اينيشتني معرفي كرده بوديم كه
  :كرده ايم تعريف براي درك بهتري از نحوه ترسيم منحني فوق
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺඥଶାఋଶାଵ ؠ ܫ  
ଷ
  
ඥାఋଶାଵ ؠ ܫܫ 
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
ඥିఋଶାଵ ؠ ܫܫܫ 
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
ඥଶିఋଶାଵ ؠ ܸܫ 
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
يعني منحني فوق از روي هم افتادن چهار منحني كه با چهار عدد يوناني برچسب خورده اند بدست آمده 
  . است
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  δ بحث روي مقادي
ଵ െ ൐ δ
ଶ
كه  .خواهيم داشت 1نوع ويلما تكينگي انحنا از  0 ՜ ݐ اين شرط را ارضا كند در δ  مادامي كه 
وابسته بـه زمـان در متريـك در واقع همان تكينگي در زمان صفر است كه با توجه به شكل ضريب مقياس 
ما اين تكينگـي را خـواهيم داشـت زيـرا  (ي-22-5)در بازه  δدر واقع گفتيم كه به ازاء  .سنر واضح استك
لات ميدان خواهـد بـود و در نتيجـه تكينگـي آن در سنر حل معادبازه است كه به ازاء آن متريك ك فقط اين
 .اين بازه است كه معني پيدا مي كند
ଵ െ ൏ δ
ଶ
  :است و طبق توضيحات قبلي داريم 0 ൏ δ2 ൅ 1در اين حالت  
  ଵୀ୧ଷ0 ൏ ௜݌ ∑  
به سمت صفر ميل مي  ∞ ՜ ݐ سنر منفي خواهند بود و مولفه هاي متريك دريعني يك يا چند ضريب ك 
 ،غلبه يافته و در واقع در بينهايت( در يك يا هر سه بعد) انقباظي بر رشد انبساطيدر اين حالت رشد  كنند،
ناميده مي  2اين تكينگي شكاف بزرگ .زمان را توصيف كنند صفر مي شود-متريك ما كه بايد در واقع فضا
قرار ندارد بدين معني كه  (ي-22-5)ولي همان طور كه قبلا متذكر شديم اين حالت در بازه مجاز . شود
كه ( 0 ՜ ݐ تكينگي در) اي ويل را داردرا شامل نمي شود وفقط تكينگي انحنحل ما تكينگي شكاف بزرگ 
  .سنر موجود استبه طور پيش فرض در متريك ك
  
مـي توانـد  ଵ݌ هميشه مثبت اند ولـي  ଷ݌و  ଶ݌در اين حالت همانطور كه از نمودار ديده مي شود  0 ൐ δ
െو  ଶଵهمواره مثبت است ولي حد پايين آن بين   ଵ݌حد بالاي .مقدار منفي هم اختيار كند
ଵ
ଷ
 تغيير مي كنـد،  
  .ممكن است منفي شود ولي در هرصورت عالم انبساط مي يابد ଵ݌يعني براي اين حالت فقط 
مواره مثبت اسـت ه ଷ݌لي مي تواند منفي يا مثبت باشد و ଶ݌همواره منفي است، ଵ݌ تلر اين حاد 0 ൏ δ
  .بدين معني كه عالم همواره در اين حالت انبساط مي يابد
  
                                                            
 ytiralugnis erutavruc lyeW ١
 ytiralugnis pir gib ٢
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نا اهمسانگرد است و داراي تكينگي انحنيشتن در حالت نيمعادلات ا ءحل خلا ،سنرمتريك ك در نسبيت عام
عالم را  اين حل انبساط .ابتدا ذكر شد صدق مي كند سنر در دو قيدي كه درضرايب ك .از نوع ويل مي باشد
 هيلبرت با نوع خاصي از تابع انحنا كـه معرفـي گرديـد، -در تعميم مرتبه بالاتر لاگرانژي انيشتن .در پي دارد
در اين مدل تـابع  .اين متريك باز هم حل اين معادلات ميدان تعميم يافته ولي با معادلات قيدي جديد است
ريك ياد شده جواب معادلات ميدان باشد بايد ايـن نشان داديم اگر مت معرفي گرديد و( δ) انحنا با يك ثابت
و نيز نشان داديم كه حل معادلات تعميم يافتـه . ثابت در بازه معيني تغيير كند و نمي تواند هر مقداري باشد
 منجر به مدلي مي شود كه تكينگي انحناي ويل را حفظ كرده و ،(ي-22-5) با شرط تغيير اين تابت در بازه
لات معمـولي را ددر واقع ما مدل كلي تري را ارائه كرديم كه همان نتايج معـا  .سبب مي شودانبساط عالم را 
  . در پي دارد و در حالتي كه ثابت صفر باشد معادلات معمولي بدست مي آيد
ه در حضـور مـاده و در مجـاورت ك ـبل معادلات ميدان است، ءمتريك كسنر نه تنها حل خلا ،در حل عادي
سـنر حـل واقع نشان مي دهد كه اين متريـك ك اين در  .باشد ءد حل معادلات غير خلاتكينگي ويل مي توان
نجـا كـه مـدل در آاز  .صـورت گيـرد  0 ՜ ݐ نيشتن است به شرط اينكه نتيجه گيري ها دريكلي معادلات ا
اين بدين معني است كه ايـن تكينگـي فقـط ناشـي از هندسـه اي ( 0 ൌ ݐ)خلاء داراي يك تكينگي است 
سنر است كه به نوبه خود به اين معني اسـت كـه عني ناشي از متريك تعميم يافته كخاب كرديم ياست كه انت
يعني تكينگي در حضور ماده فقـط و فقـط ناشـي از  .در حضور ماده اين تكينگي نبايد دسخوش تغيير شود
براي اينكه هندسه انتخابي اين موضوع را نشان دهد بايد با پيشـروي بـه سـمت نقطـه . هندسه انتخابي باشد
تكين جملات ناشي از حضور ماده خود به خود اندازه كوچكتري نسبت به جملات خلاء داشته باشند يعني 
  .موضوعي است كه در بخش بعدي به آن مي پردازيم اين .كردن باشد قابل صرف نظر
  0 ՜ t ل در مجاورت ماده خيلي نزديك به تكينگيح 2-3-5
سنر تحت آن شرايط در حضور ماده كامل هنـوز جـواب ه دنبال شرايطي هستيم كه متريك كدراين قسمت ب
اين بـه  .نر توصيف كنيمسرا با متريك خلاء ك معادلات ميدان باشد يعني در آن صورت ما بتوانيم فضا زمان
و هر چه بـه  .0 ՜ ݐ اين معني است كه حضور ماده نقش مهمي را ايفا نمي كند البته در مجاورت تكينگي
شرطي كه بايد ارضاء شود اين اسـت كـه . مي رويم توصيفات ما دقيقتر خواهد بودپيش سمت اين تكينگي 
تكانه واگرا شـوند، يعنـي در -سريع تراز جملات مربوط به تانسور انرژي (ب-01-5) جملات معادله ميدان
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به عبـارتي بتـوان از جمـلات مربـوط بـه . ماده غلبه كنند اين جملات بر جملات تانسور 0 ՜ ݐمجاورت 
اين توضيح لازم است كه در اينجا ما شرط هاي . تانسور ماده در مقابل جملات معادله ميدان صرف نظر كرد
-22-5)كه قيد هـاي  در عوض بررسي مي كنيم كه آيا همين ،بدست نمي آوريم ௜݌اي ضرايب جديدي بر
  .بر قرار باشند كافي است كه ماده اثر ناچيز داشته باشد يا خير (ه-22-5)و( و-22-5)،  (ن
در قـدم بعـدي  .هسـتند  ሻሻఋାଵሺଶିݐሺܱبراي اين موضوع ابتدا نشان مي دهيم كه جملات ميدان از مرتبـه 
تكانه را در دو حالت حركت نسبيتي ماده و حركت غير نسبيتي ماده بدست مي آوريـم -مؤلفه تانسور انرژي
  .تكانه و جملات ميدان را با هم مقايسه مي كنيم-و سپس مرتبه بزرگي جملات مربوط به تانسور انرژي
 دو طـرف را در  ،ت خلاء سمت راست معادله صفراسـت لبراي نشان دادن مرتبه جملات ميدان چون در حا
سنر هسـتند حـذف مؤلفه هاي متريك كه حاوي ضرايب كرب مي كنيم، به اين دليل ضرايب شامل ض ஒ஑g
  :براي نمونه جمله اول را تحليل مي كنيم. مي شوند
ಊ,Rಉ,R ஔRஒ஑gሻଶδ െ 1ሺδ  
మR
ஔR ן
ಉ,Rಉ,R
మR
ஔR ൌ
౪,R౪,R
మR
ஔR ൌ
మሻ౪,Rሺ
మR
  ሻஔାଵሺଶିt ൌ
  مي توان نشان داد كه بقيه جملات نيز به همين شيوه با  ଶିݐ ן ܴم كه كه از اين نكته استفاده كردي
  .تناسب خواهند بودم ሻఋାଵሺଶିݐ 
  تكانه براي ماده-تانسور انرژي  2-3-5
يعني نقطه اي كه در آن فشار و چگـالي  ،وقتي معادلات ميدان را در اطراف يك نقطه تكين بررسي مي كنيم
لازم است  ،(به بيان رياضي يعني وقتي به بينهايت ميل مي كنند)ماده مقادير بسيار عظيمي را اتخاذ مي كنند 
فرض بر آن است كه سـرعت مـاده يعني . يمريگبكه براي ماده در اطراف آن نقطه رفتاري نسبيتي را در نظر 
عموما ماده هايي كه چنين رفتـاري را مـي تـوان بـراي آنهـا در نظـر . ور استدر آن نقطه از مرتبه سرعت ن
ସ ൏ ߛگرفت در بازه 
ଷ
ସ ൏ ߛدر نزديكي هاي ) 
ଷ
ولي براي اينكه كليت مطلـب از دسـت نـرود . قرار دارند( 
ماده ها اين . سرعت هايي غير نسبيتي دارند ،بايد ماده هايي را نيز در نظر گرفت كه حتي نزديك نقطه تكين
ସ ൐ ߛدر بازه 
ଷ
ସ ൐ ߛ در  ߛيعني براي مقادير به اندازه كافي بزرگ . قرار دارند 
ଷ
مي توان فرض كـرد مـاده  
  .پس بررسي خود را براي دو نوع ماده نسبيتي و غير نسبيتي انجام مي دهيم. رفتاري غير نسبيتي دارد
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، ماده اي كامـل بـا معادلـه عالمحتويات سنر است و نيز مرض مي كنيم متريك زمينه، متريك كبراي اينكار ف
  .است 2 ൏ γ ൑ 1 و ߩሻ1 െ ߛሺ ൌ ܲ حالت
  به دو معادله  0 ൌ ஒ஑T஑׏ پيوستگي از معادله
డ  
೔௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
  0 ൌ ൰௜ݑം
ݑ ଶଵ െ ௞,௜ݑቀ ௞ݑሻܲ ൅ ߩሺ  (42-5)
െ ൌ ቁ௜,௟௞g௟
ଵ
ଷ
  ௞,ܲ ௞ݑ௜ݑ െ ௜,ρ
  .هستند 1െ ൌ ௜ݑ௜ݑار بردار ها با اتحاد هها چ ௞ݑ .[93]مي رسيم
  
تمـام  بدين شـكل كـه از . [04]استفاده مي كنيم 1در اين مرحله از يك تقريب با عنوان تقريب سرعت غالب
اين تقريب به اين معني است كه توجه مـا بـه  .مشتقات فضايي در مقابل مشتقات زماني صرف نظر مي كنيم
  .[63]است 2مقياس هاي بزرگتر از افق ذره
  :داريم (32-5)توجه به اين تقريب براي معادله  با
డ
బ௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
డ ൅ ൰଴ݑം
భ௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
డ ൅ ൰ଵݑം
మ௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
൅ ൰ଶݑം
డ
య௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
  0 ൌ ൰ଷݑം
డ  (52-5)
೟௫డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
  0 ൌ ൰଴ݑം
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ  
భ
 ܥ ؠ ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ ൌ ଴ݑം
  :داريم (42-5)و براي معادله 
ݑߩߛ ଶଵ െ ௞,௜ݑ௞ݑߩߛ  (62-5)
െ ൌ ௜,௟௞g௟ݑ௞
ଵ
ଷ
  ௞,ߩሻ1 െ ߛሺ௞ݑ௜ݑ െ ௜,ρ
  ߙ شاخص فضا گونه است  ՜ ߙ ൌ ݅  
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  ௞,ߩሻ1 െ ߛሺ௞ݑ௜ݑെ ൌ ௞,௜ݑ௞ݑߩߛ  
  ଴ߩሻ1 െ ߛሺ௜ݑെ ൌ ଴,ఈݑߩߛ  
ఊ  
ఊିଵ
ങ
೟ങ
ഀ௨
ഀ௨
ൌ
ങ
೟ങ
ఘ
ఘ
ߩఈݑ   ՜  
ሻభషംሺ
  ܦ ؠ ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ ൌ ം
 3اين راستا را راستاي . در اين مرحله فرض مي كنيم كه سرعت در يكي از راستا ها بر راستاهاي غلبه دارد
وان شرط اربردار سرعت مي تهاتحاد مربوط به چ استفاده از اين نكته و نيز با با استفاده از. فرض مي كنيم
  :حركت نسبيتي در راستاي سوم را به صورت زير بدست آورد
 ൅ ଶݑଶݑ ൅ ଵݑଵݑ ൅ ଴ݑ଴ݑ   ՜  1െ ൌ ௜ݑ௜ݑ   
 1െ ൌ ଷݑଷݑ  
  ଶݑ , ଵݑ ൐൐ య௣ଶିݐଷݑ ൌ ଷݑ  
  య௣ଶିݐଶଷݑ ൅ ଶ଴ݑെ ൌ 1െ ൌ ଷݑଷݑ ൅ ଴ݑ଴ݑ  
  1 ൅ య௣ଶିݐଶଷݑ ൌ ଶ଴ݑ  
  య௣ଶିݐଶଷݑ ן ଶ଴ݑ  (72-5)
همان طور كه مي بينيم با نزديك شدن به نقطه  .نسبيتي ماده در راستاي سوم است شرط حركتشرط فوق 
௖ ൌ ଴ݑبا توجه به اينكه . به سمت بينهايت ميل مي كند  ଴ݑتكين 
ೡିଵට
మ
మ೎
به معناي اين  ଴ݑبينهايت شدن  ،
ر مي يعني هر چه به طرف نقطه تكين پيش مي رويم سرعت ماده به سرعت نور نزديك ت. ܿ~ݒاست كه 
  .سنر بزرگتر استواقع فرض شده است كه ضريب سوم كسنر از ديگر ضرايب ك در. شود
، با يك عمليات ساده رياضـي مـي تـوان (72-5)و نيز استفاده از شرط  (62 -5)و  (52-5) با حل معادلات
  :ارسرعت را به شكل زير به دست آوردهچگالي ماده ومؤلفه هاي فضايي چ
D ൌ ρ  (82-5)
C
t
ಋష
ಋషమ
t ן ሻమ୮ାభ୮ሺ
ಋష
ಋషమ
  ሻమ୮ାభ୮ሺ
ݐ ן ఈݑ  (92-5)
ሻభషംሺሻమ೛శభ೛ሺ
  ംషమ
ସ ൏ ߛتكانه براي -تانسور انرژي
ଷ
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تكانه را كه -حال مؤلفه هاي تانسور انرژي. براي اين گونه مواد فرض مي شود سرعت ها نسبيتي هستند
اين مؤلفه ها با توجه به بزرگ . هستند را تشكيل مي دهيم ఉఈߜܲ ൅ ఉݑఈݑሻܲ ൅ ߩሺ ൌ ఉఈܶبرابر 
ସ ൏ ߛترين جملات آنها براي 
ଷ
  :عبارت خواهند بود از 
  య௣ିఋଶିଵିݐ ן ଶ଴ݑߩ ן ଴଴ܶ  (الف-03-5)
ିݐ ן ߩ ן ଵଵܶ  (ب-03-5)
ം
ംషమ
  ሻయ௣ିఋଶାଵሺ
  ሻయ௣ିఋଶାଵሺିమ௣ଶିݐ ן ଶݑଶݑߩ ן ଶଶܶ  (ج-03-5)
  య௣ିఋଶିଵିݐ ן ଷݑଷݑߩ ן ଷଷܶ  (د-03-5)
ସ ൏ ߛ نكته اي كه بايد به آن توجه كرد اين است كه براي
ଷ
  :خواهيم داشت 
ఊ  
ఊିଶ
  2 ൏
  :در نتيجه براي چگالي ماده مي توان نوشت
  ሻయ௣ିఋଶାଵሺଶିݐ ൌ ሻమ୮ାభ୮ሺଶିt ן ௫௔௠ρ ൏ ߩ  (13-5)
ିݐ ן ߩاز اين نكته استفاده شده كـه بـه جـاي  (03-5)در تمام عبارات 
ം
ംషమ
از مقـدار بيشـينه آن  ሻమ௣ାభ௣ሺ
  .استفاده كرده ايم (13-5)يعني از 
  :به صورت زير بدست مي آيند (13-5) عبارات بالا با توجه به رابطه
െ ߛሺ ൅ ሻఋଶିଵିݐሺయ௣ିݐߛ ൌ ሻయ௣ିఋଶାଵሺଶିݐሻ1 െ ߛሺ ൅ య௣ିఋଶିଵିݐߛ ן ଴଴ܶ  
 ሻሻఋଶାଵሺଶିݐሺయ௣ଶݐሻ1
در  ଴଴ܶدر نتيجه مولفه  .مي شود عبارت جمله دوم به سمت صفر ميل كرده و عبارت اول واگرا 0 ՜ ݐدر
  .مجاورت تكينگي با عبارت اول متناسب مي شود
  మ௣ିݐభ௣ିݐሻ1 െ ߛሺ ൅ భ௣ିݐభ௣ିݐߛ ൌ ሻయ௣ିఋଶାଵሺିݐ ן ଵଵܶ  
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در عبارت بالا جمله اول كوچك تر از جمله دوم    భ௣ିݐ ൐ మ௣ିݐ ՜   ଶ݌ ൏ ଵ݌با توجه به شرط 
توجيهي  ଶଶܶ براي .جمله دوم متناسب خواهد بوددر مجاورت تكينگي با  ଵଵܶ خواهد شد و در نتيجه
  .جمله اول متناسب مي شودبا  ଶଶܶ تفاوت كه نمشابه برقرار است با اي
  .است ଴଴ܶمشابه  ଷଷܶ (72-5)با توجه به شرط نسبيتي 
تكانه كه در سمت راست معادله ميدان ما القاء -حال بايد بررسي كنيم كه آيا همه مؤلفه هاي تانسور انرژي
واگرا  (ሻሻఋାଵሺଶିݐሺܱ از مرتبه)با سرعت خيلي كمتر ازجملات ميدان   0 ՜ ݐشده است در مجاورت 
  .مي شوند يا خير
اندازه عددي جملات  tه در يك زمان دقت مي كنيم كه منظور از واگرا شدن با سرعت كمتر اين است ك 
  .اندازه عددي جملات ميدان كمتر باشد تانسور انرژي از
وقتي  ،است (22-5)با قيد هاي  (11- 5)از آنجايي كه حل ما متريك  ،در اينجا بايد به اين نكته دقت داشت
خود كار منجر به  معادلات را در حضور ماده بررسي مي كنيم بايد بررسي كنيم كه آيا اين جواب به طور
را در  ،(22-5) در قيد هاي  ௜݌يعني به طور صريح اگر مقادير ضرايب . ناچيز ماندن ماده مي شود يا خير
تكانه در مقابل جملات خلاء كوچك  -معادلات در حضور ماده جاگذاري كنيم بايد جملات تانسور انرژي
  .باشند
نسبت به بقيه واگرايي بيشـتري دارد يعنـي ( است ଴଴ܶكه برابر با مؤلفه ) ଷଷܶمؤلفه  (03-5)چهار مؤلفه از 
واگرايـي  ሻሻఋାଵሺଶିݐሺܱنسـبت بـه  ଷଷܶپس كافيست نشان دهيم كـه  .در هر لحظه اندازه بزرگتري دارد
  .اگر اين شرط براي اين مؤلفه صادق باشد براي ساير مؤلفه ها نيز صادق خواهد بود .كمتري خواهد داشت
  ሻఋାଵሺଶିݐ ൏ య௣ିఋଶିଵିݐ ן ଷଷܶ  
  ߜ2 െ 2െ ൐ ଷ݌ െ ߜ2 െ 1െ  
  1 ൏ ଷ݌  (23-5)
  .است 1 ൏ ଷ݌دقت كنيم مي بينيم كه اين شرط همواره صادق است زيرا در آنجا  1- 5اگر به نمودار 
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ସ ൌ ߛ تكانه براي-تانسور انرژي
ଷ
  
ସ ൌ ߛ  براي حل تابشي يعني
ଷ
زيرا  .استفاده مي كنيم 1از دستگاه همراه (13-5)به خاطر وجود عبارت  
ସ ൏ γ  استفاده از دستگاه غير همراه نتايج مربوط به
ଷ
با فرض اينكه تانسور را در  .را بدست مي دهد 
  :بررسي مي كنيم خواهيم داشت ଴௜ߜ ൌ ௜ݑ دستگاه همراه با ماده با شرط
  ߩ ן ܲ ൅ 0 ൌ ఉఈߜܲ െ ఉݑఈݑሻܲ ൅ ߩሺ ൌ ఉఈܶ  
از ايـن رو مؤلفـه  .ارسرعت صفر هسـتند همؤلفه هاي فضايي چتوجه مي كنيم كه در چارچوب همراه تمام 
مؤلفه برابر با فشار و در نتيجـه متناسـب  سهتكانه داراي جمله صفر هستند وهر -تانسور انرژي فضايي هاي
  .مولفه زماني اين تانسور دقيقا برابر فشار خواهد شد .با چگالي ماده خواهند بود
 بـا توجـه بـه  .از سرعت واگرايي جملات ميدان كمتر اسـت  ρيي پس كافيست نشان دهيم كه سرعت واگرا
ସ ൌ ߛبه ازاء  (82-5)
ଷ
  :داريم 
  ሻఋାଵሺଶିݐ ൏ ሻయ௣ିఋଶାଵሺଶିݐ ן ߩ  
  ߜ െ 1െ ൐ ଷ݌ ൅ ߜ2 െ 1െ  
  ߜ ൐ ଷ݌  (33-5)
  :مي نويسيم( ه-22-5)با توجه به . حال بايد نشان دهيم كه اين نتيجه همواره صادق است
ඥାఋଶାଵ ൐ ଷ݌  
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
ඥାఋିଵ ൅ ߜ ൌ
ሻఋସିଵሺሻఋଶାଵሺ
ଷ
  
در قسمت دوم عبارت بالا همواره مثبت  δمي بينيم كه كه عبارت بعد از  (ي-22- 5)با توجه به شرط 
مي گويد كه براي اينكه جملات تانسور انرژي در مقابل جملات ميدان خلاء ناچيز  (33- 5)شرط . است
در اين بازه  ଷ݌كه تمام مقادير نگاه كنيم مي بينيم  1- 5اگر به نمودار .  ߜ ൐ ଷ݌كافي است كه  دباشن
در جواب خلاء مي توانند شرايطي را به وجود آورند كه ماده  ଷ݌به بيان ديگر تمام مقادير. وجود دارند
ه با در نتيجه ملاحظات بالا نشان مي دهند كه در حضور ماد. حضوري غير مخرب روي ميدان داشته باشد
  . ن حل غير خلاء معادلات ميدان دانستسنر را مي تواحركت نسبيتي همواره متريك ك
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ସ ൐ γتكانه براي -تانسور انرژي
ଷ
  
ସ ൐ ߛ بـا معادلـه حالـت بـا  1شرط نسبيتي بودن براي معادله حركت براي شاره سـخت 
ଷ
بـدين  0 ՜ ݐ در 
  :ترتيب بدست مي آيد
  1 ب ଴ݑ  
  1 ب య௣ିݐ ⁄ሻஓିଶሺ ሻଵିஓሺሻమ୮ାభ୮ሺݐ ൌ య௣ିݐଷݑ ן ଴ݑ  
  1 ب ⁄ሻஓିଶሺ ሿሻఊିଶሺయ௣ିሻଵିஓሺሻమ୮ାభ୮ሺሾݐ  
  0 ൏൏ ሻߛ െ 2ሺଷ݌ െ ሻ1 െ ߛሺሻଶ݌ ൅ ଵ݌ሺ  
  :انجام شر ط به صورت زير بدست مي آيدز استفاده مي كنيم و سرا 1 ן 1 െ ߛ در اينجا 
  ଷ݌ ൏ ߜ2 ൅ 1 െ ߛ  (43-5)
  :شرط زير برقرار خواهد بود 0 ՜ ݐبرقرار نباشد در مجاورت  (43-5)در شرايطي كه شرط 
  1 ՜ ଴ݑ ,  0 ՜ ఈݑఈݑ  (53-5)
در واقع اينرسي  .و سرعت ها به سمت صفر ميل مي كننديعني تقريب سرعت غالب ديگر برقرار نيست 
در اين شرايط روابط  .فوق العاده بالاي شاره سخت باعث مي شود كه حركت به سمت سكون پيش رود
  .ديگر برقرار نيستند و براي حالت حركت غير نسبيتي بايد دوباره بدست آيند (92-5)و  (82-5)
డ  
௧డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
డ ൌ ൰଴ݑം
௧డ
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ൬
భ
  0 ൌ ൰ം
ߩయ௣ାమ௣ାభ௣ݐ  (63-5)
భ
 ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ ൌ ം
اربردار هعبارات زير را براي چگالي ماده و مؤلفه هاي فضايي چ (72-5)شرط فوق با در نظر گرفتن شرط 
  :سرعت بدست مي دهد
  ሻఋଶାଵሺఊିݐ ן ߩ  (73-5)
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  ሻఋଶାଵሺሻଵିఊሺݐ ן ఈݑ  (83-5)
  :مي دهد 0 ՜ ఈݑఈݑ شرط
  ଶݑଶݑ~ଵݑଵݑ ൐ ଷݑଷݑ  
  ଷݑଷݑ ൅ ଶݑଶݑ ൅ ଵݑଵݑ ൌ ఈݑఈݑ  
  0 ا య௣ଶିݐሻఋଶାଵሺሻଵିఊሺଶݐ  
  0 ب ଷ݌2 െ ሻߜ2 ൅ 1ሺሻ1 െ ߛሺ2  
  ଷ݌ ൐ ሻߜ2 ൅ 1ሺሻ1 െ ߛሺ  (93-5)
  .در واقع اين شرط بايد براي حركات غير نسبيتي صادق باشد
پس   0 ՜ ఈݑఈݑداريم  0 ՜ tتكانه در اين حالت چون در مجاورت -براي بررسي رفتار تانسور انرژي
  :قرار خواهد بود هميشه تقريب زير بر
  ఈݑఈݑߩ ب ߩ  (04-5)
با سرعت  ߩبراي متريك تحت تاثير شاره مختل نشود، فقط كافي است كه  سنريعني براي اين كه حل ك
  .واگرا شود ሻఋାଵሺଶିݐكمتري نسبت به جملات خلاء 
  :براي بدست آوردن شرط مربوط به اين حالت مي نويسيم
  ሻఋାଵሺଶିݐ ൏ ሻఋଶାଵሺఊିݐ ן ρ  
  ሻߜ ൅ 1ሺ2െ ൐ ሻߜ2 ൅ 1ሺߛെ   
  ߜ2െ ൏ ሻδ2 ൅ 1ሺሻ2 െ ߛሺ  
  :پس بايد داشته باشيم 0 ൐ δ2 ൅ 1و  0 ൏ ሻ2 െ ߛሺاز آنجايي كه 
  0 ൐ ߜ  (14-5)
  :در نتيجه داريم
  0 ൏ ሻδ2 ൅ 1ሺሻ2 െ ߛሺ  
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ସ ൐ ߛنتيجه اي كه مي توان گرفت اين است كه براي ماده سخت با 
ଷ
سنري در حل ك 0 ൐ ߜبراي  
بدين معنا كه به ماده مي توان به شكل يك  .معتبر خواهد بودشرايطي كه ماده وجود داشته باشد يك حل 
فقط به شكل يك اختلال غير مؤثر حضور  زمان نداشته و- ذره آزمون نگاه كرد كه اثري روي متريك فضا
سنر كه حل خلاء معادلات اينشتين براي متريك نوع يك بيانكي است يعني در اين شرايط  متريك ك .دارد
 (02-5)يعني همين كه قيد هاي  .زمان با وجود ماده به شكل ذره آزمون باشد-ده فضامي تواند توصيف كنن
را به  (22-5) نمي توان شرط  0 ൏ ߜبراي . بر قرار باشند كافي است كه ماده اثري ناچيز داشته باشد
 معالتغيير مي كند بدين شكل كه   سنربا توجه به ضرايب جديد ك عالمدر اين حالت رفتار  .دست آورد
شده و از حالت   retsamximاز نوع  نوسان انبساطي و انقباظي آشوبناك جديد از بينهايت وارد يك فاز
 .پايدار خود دور مي شود
  بررسي شرايط انرژي و انرژي تاريك 3-3-5
  .در اين قسمت قيد هايي را كه از ملاحضات انرژي مي توان بدست آورد را مورد مطالعه قرار مي دهيم
معرفـي شـدند ( 7-3)تكانه موثر و فشار و چگالي موثر كه در رابطه -براي اين كار از تعريف تانسور انرژي
بـا متريـك  ሻܴሺ݂بـراي يـك مـدل ( 7-3)در فصل سوم به اين نكته اشاره شد كه روابط . استفاده مي كنيم
د داريم در واقـع متريـك زمينـه فريدمان رابرتسون واكر بدست آمده اند، ولي ما اينجا فضا زماني ناهمسانگر
در واقـع در . را دوباره براي اين حالت خـاص بـاز نويسـي كنـيم ( 7-3)بنا براين بايد روابط . متفاوت است
  .هستند بايسد تغيير كنند ܪروابط مذكور جملاتي كه داراي ثابت هابل 
  :با اعمال تغييرات روابط جديد عبارت ان از
െ ൌ ୤୤ୣρ  (24-5)
ଵ
ሻRሺᇲ୤
ଵ ൅ ρቄ
ଶ
  ቅሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିt۾ ൅ ሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
  (34-5)
൅ ρ െ Tቄ ሻRሺᇲ୤ଷଵ ൌ ୤୤ Pୣ  
ଷ
ଶ
൅ ሻRሺᇱᇱᇱ fଶ ሶR3 ൅ ሻRሺᇱᇱ f ሷR3 ൅ ሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
  ቅሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିt۾ 2
   ଵୀ௜ଷ௜݌ ∑ ൌ ࡼو  ఈఈܶ ൌ ܶكه تعريف كرده ايم 
 ٢٧    
 
از حضور ماده صرف نظر مي كنيم يعني فرض مي كنـيم  در اينجا براي نشان دادن ويژگي هاي خود هندسه
  :شكل زير ساده مي شونددر نتيجه روابط به .باشد 0 ൌ ܶ ൌ ߩ ൌ ܲ
ൌ ௙௙௘ߩ  (44-5)
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵ െቄ
ଶ
  ቅሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ଵିݐࡼ െ ሿሻܴሺᇱ݂ܴ െ ሻܴሺ݂ሾ
ቄ ሻRሺᇲ୤ଵ ൌ ୤୤ Pୣ(54-5)
ଵ
ଶ
ଶ ൅ ሻRሺᇱᇱᇱ fଶ ሶR ൅ ሻRሺᇱᇱ f ሷR ൅ ሿሻRሺᇱ fR െ ሻRሺfሾ
ଷ
  ቅሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିt۾ 
اسـتفاده كـرده و شـرايط انـرژي را ( 4-3)تـا ( 1-3)در ادامه با داشتن فشار و چگالي انرژي موثر از روابط 
  .بدست مي آوريم
  تهيشرط انرژي 
  :از روابط بالا داريمكه با جاگذاري است  0 ൒ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ اين شرط به شكل
  (64-5)
ൌ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ  
ଵ
ሻRሺᇲ୤
ଵ െ ሻRሺᇱᇱᇱ fଶ ሶR ൅ ሻRሺᇱᇱ f ሷRቄ
ଷ
  0 ൒ ቅሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିt۾ 
  :رابطه فوق به شكل زير ساده مي شود ఋାଵܴ ൌ ሻܴሺ݂با محاسبه اسكالر ريچي براي متريك كسنر و نيز
ଶ ൅ δ2 ൅ ଶδ4  
ଷ
  0 ൒ ۾δ
جاگذاري كرده و نتيجه زير را به دسـت مـي  ࡼ براي( 81-5)چون فرض كرده ايم كه خلاء داريم از رابطه 
  :آوريم
଼  (74-5)
ଷ
  0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
  شرط انرژي ضعيف
  :داريم( 44-5)از  0 ൒ ௙௙௘ߩبراي 
ଵ  
ஔାଵ
ஔቂ
ଶ
ஔ ൅ ሻδ2 ൅ 1ሺδ ൅ ۿ
ଶ
  0 ൒ ቃଶ۾
  :زير بدست مي آيد شرط( 91-5)و ( 81-5)با استفاده از . ଵୀ୧ଷଶ୧p ∑ ൌ ۿتعريف كرده ايم كه 
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  0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ2  (84-5)
  :پس براي شرط انرژي ضعيف داريم
൝  (94-5)
    ՜  0 ൒ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ
଼
ଷ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ2    ՜                0 ൒ ௙௙௘ߩ
 
  شرط انرژي قوي
  :داريم 0 ൒ ௙௙௘ܲ 3 ൅ ௙௙௘ߩبراي 
  (05-5)
ൌ ௙௙௘ܲ 3 ൅ ௙௙௘ߩ  
ଵ
ሻRሺᇲ୤
  0 ൒ ൟሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିtP  ൅ ሻRሺᇱᇱᇱ fଶ ሶR3 ൅ ሻRሺᇱᇱ f ሷR3 ൅ ሻRሺᇱ fܴ െ ሻܴሺ݂൛
  :باكه بعد از ساده سازي برابر مي شود 
ଵ  
ஔାଵ
  0 ൒ ሿሻδ2 ൅ 1ሺδ6 ൅ ଶ۾δ െ ۾ଶδ2 െ ۿെሾ
  :نتيجه زير بدست مي آيد ࡽو  ࡼبا جاگذاري براي 
  0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ4  (15-5)
  :كه در نتيجه براي شرط انرژي قوي خواهيم داشت
൝  (25-5)
    ՜  0 ൒ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ
଼
ଷ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ4    ՜  0 ൒ ௙௙௘ܲ 3 ൅ ௙௙௘ߩ
  
  شرط انرژي غالب
  :داريم 0 ൒ ௙௙௘ܲ െ ௙௙௘ߩبراي 
  (35-5)
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ൌ ௙௙௘ܲ െ௙௙௘ߩ  
ଵ
ሻRሺᇲ୤
ହ െ ሻRሺᇱᇱᇱ fଶ ሶR െ ሻRሺᇱᇱ f ሷR െ ሻRሺᇱ fܴ ൅ ሻܴሺ݂െቄ
ଷ
  0 ൒ ቅሻRሺᇱᇱ f ሶRଵିt۾ 
  :كه ساده سازي عبارت زير را بدست مي دهد
ଵ  
ሻஔାଵሺଷ
  0 ൒ δ2 െ ଶδ4 െ ሿ ଶ۾δ3 ൅ ۾ሻδ4 ൅ ଶδ01ሺ ൅ ۿδ3ሾ
  :زير بدست مي آيد كه در نهايت
ସ  (45-5)
ଷ
  0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
  :خواهيم داشت غالب يكه در نتيجه براي شرط انرژ
  (55-5)
ە
ۖ
۔
ۖ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ2    ՜                0 ൒ ௙௙௘ߩۓ
    ՜  0 ൒ ௙௙௘ܲ ൅ ௙௙௘ߩ
଼
ଷ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
    ՜  0 ൒ ௙௙௘ܲ െ ௙௙௘ߩ
ସ
ଷ
0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ
  
  بحث
شگفت آوري همه به يك قيـد بـه شـكل با مرور هر چهار شرط انرژي مي بينيم كه اين شرط ها به صورت 
  :زير منجر مي شوند
  0 ൒ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ  (65-5)
ଵ െ ൑ δبراي ارضاء شدن اين قيد بايد 
ଶ
جواب اول مورد توجه نيست زيرا در بخش هاي . باشد 0 ൒ δيا  
ଵ െزماني حل دقيق خلاء است كـه  ఋାଵܴقبلي دريافتيم كه مدل 
ଶ
ଵ ൏ ߜ ൏
ସ
نتيجـه   0 ൒ δپـس باشـد  
در اين بـازه هـر چهـار   δنهايي است كه از ارضاء شدن شرايط انرژي بدست مي آيد و به ازاء تمام مقادير 
  .شرط انرژي ارضاء مي شوند
از سويي ديگر گفته مي شود براي داشتن انبساطي شتاب دار لازم است شرط انرژي قوي نقـض شـود، كـه 
  :اين در مدل ما به معناي وجود قيد زير است
  0 ൑ ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ  (75-5)
 ٥٧    
 
ଵ െدر بـازه  ߜكه اين شرط فقط به ازاء تمام مقـادير 
ଶ
و ( 02-5)از طرفـي در  .بـر قـرار اسـت  0 ൏ ߜ ൏
ଵ െ ൐ ߜتوضيحات بعد از آن گفته شد كه در اين مدل انبساط شتاب دار فقط به ازاء 
ଶ
به وجود مي آيد كه  
  .نتيجه اي كه در اينجا بدست آورديم با اين موضوع همخواني خوبي نشان مي دهد
اجازه بدهيد مفاهيم  .از طرفي اين نتيجه باعث مي شود كه هيچ كدام از سه شرط انرژي ديگر، ارضاء نشوند
  .چهار شرط انرژي را با فرض ارضاء نشدن اين شرط ها مرور كنيم
به اين معني است كه چگالي انرژي ماده بايد مقداري نـا مثبـت  تهيدو شرط انرژي ضعيف و ارضاء نشدن 
از آنجايي كه ما در بررسي مان فقط اثرات گرانشـي هندسـه را بررسـي كـرديم، ايـن موضـوع بـدين . باشد
دسـه از ايـن انبساط شتابدار عالم كنوني بدانيم بايد بپذيريم كـه هن  عاملمعناست كه اگر بخواهيم هندسه را 
ارضاء شدن شرط انرژي قوي به معناي وجود ميدان هـاي . حيث نقش يك ماده غير معمولي را ايفا مي كند
در اينجا اين شرط نقض مي شـود كـه بـه ايـن . گرانشي همگرا به عبارتي ميدان هاي گرانشي جاذب است
رط انرژي غالب به معنـاي ايـن و در آخر نقض ش .بجاي جاذبه بايد دافعه باشندميدان گرانشي  معناست كه
  .است كه انرژي ماده منتسب به هندسه با سرعتي بيشتر از سرعت نور شارش مي يابد
در نتيجه مي توانيم فرض كنيم در زمان هاي اوليه تحول عالم يعني زمان هايي از تحول عالم كه ميدان مـاده 
اسـت، هندسـه در نقـش يـك مـاده غيـر  تاثير غير قابل توجهي روي ميدان گرانشي ناشي از هندسه داشـته 
معمول، يعني ماده اي با چگالي انرژي منفي، داراي ميدان هاي گرانشي دافعه بجاي جاذبه و سرعت انتشـار 
در قسمت بعـدي . شارش انرژي بيشتر از سرعت نور، عامل ايجاد يك انبساط شتاب دار در عالم بوده است
  .م اين نتيجه گيري را رد كنيممي خواهي
 .هندسه مي تواند چنين نقشي ايفا كند پس بايد اين موضوع را در معادله حالت خود نشـان بدهـد  واقعاًر اگ
در اين قسمت مي خواهيم اين كميت را در مدل . را معرفي كرديم ௩௥௨௖ݓ( 61-4)در فصل چهار در رابطه 
  .و براي متريك كسنر بدست آوريم ఋାଵܴ
  :عبارت است از ௩௥௨௖ݓباز نويسي شده براي عبارت 
ൌ ௩௥௨௖ݓ  (85-5)
భ
మ
మାሻRሺᇲᇲᇲ୤మ ሶRାሻRሺᇲᇲ୤ ሷRାሿሻRሺᇲ୤RିሻRሺ୤ሾ
య
ሻRሺᇲᇲ୤ ሶRభష୲P 
భି
మ
ሻோሺᇲᇲ௙ ሶோభష௧ࡼିሿሻோሺᇲ௙ோିሻோሺ௙ሾ
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  :را بطور جداگانه محاسبه مي كنيم، نتيجه به شكل زير است ௩௥௨௖ߩو ௩௥௨௖ܲدر اين قسمت 
   ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ ଷଶ ൌ ௩௥௨௖ܲ , ሻߜ2 ൅ 1ሺߜ2 ൌ ௩௥௨௖ߩ  (95-5)
نتيجه بالا شگفت انگيز است زيرا با نقض شدن شرط انرژي قوي فشار و چگالي انرژي هندسـه منفـي مـي 
  :نتيجه جالب تر به صورت زير است. شوند
  ଷଵ ൌ ௩௥௨௖ݓ  (06-5)
منفـي شـدن . رعت نور حركت مي كند يعني تابشكه اين معادله حركت ذره اي به جرم صفر است كه با س
چگالي انرژي يك نتيجه غير فيزيكي است و در مدل ما به اين معني است كه شرط انرژي قوي نبايد نقـض 
اين نتيجه دور از انتظار نيست زيرا مدل ناهمسانگرد ما نمي تواند يك انبساط شتابدار داشته باشد زيرا . شود
همسانگرد مـا در آينـده نااين يعني مدل . ك همسانگردي با درجه بالا هستندمشاهدات حال حاضر گوياي ي
مدل هاي ناهمسانگردي كه چنين ويژگي را ندارند خيلي مـورد . خود بايد به يك مدل همسانگرد تغيير كند
  . توجه نيستند
  :[53]كل زير داردژي به شمدل بعدي كه به بررسي آن علاقه منديم چگالي لاگران 4-5
ଵ ൌL  (16-5)
ఞ
  ௡ሻఉఈܴఉఈܴሺ
  ءحل معادلات در شرايط خلا 1-4-5
 : با حل معادله ميدان براي تابع فوق به دو معادله زير مي رسيم
  (26-5)
െ ሻଶܳ ൅ ܳଶܲ ൅ ܳܲ4 െ ܳ ൅ ଶܲሺ൫ଵି௡ܻ  
 0 ൌ ൯ሻܳܲ8 െ ܳ4 ൅ ଶܲ4ሺ ൅ ݊ሻଶܳ2 ൅ ܳܲ9 െ ܳ3 ൅ ଷܲ ൅ ଶܲ3ሺ2
  (36-5)
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൅ ܳ03 െ ଷܲ2 െ ଶܲ2 െ ܲ42ሺ൫ଵି௡ܻ  
൅ ܳଶܲ െ ܳܲ01 െ ܳ9 ൅ ଷܲ2 ൅ ܲ4 െ ଶܲሺ ൅ ଶ݊ሻܳ42 ൅ ܲ23 െ ଶܲ8ሺ ൅ ݊ሻܳܲ01
 0 ൌ ൯ሻଶܳ3
 :را به شكل زير تعريف كرده ايم Qو  Pكه 
௜݌ ∑ ൌ ܲ 
ଷ
 ଵୀ௜
 
௜݌ ∑ ൌ ܳ 
ଷଶ
  ଵୀ௜
  .سنر هستدها ضرايب ك ௜݌كه 
  :اين معادلات پنج دسته جواب به شكل زير را دارند
 :دسته اول
  ܳ ൌ 0 ൌ ܲ  (46-5)
كه در واقـع بـا ايـن ضـرايب متريـك فضـاي مينكوسـكي . بدست مي آيد 0 ൌ ௜݌اين جواب فقط به ازاء 
و در فضا زمان مينكوسكي تانسور ريچي صـفر اسـت در نتيجـه ايـن جـواب بـه ازاء همـه  بدست مي آيد
  .برقرار است  0 ൒ ݊
  :دسته دوم
  ܳ ൌ 1 ൌ ܲ  (56-5)
هـاي زيـر تعريـف مـي ها در بـازه  ௜݌  سنر است ون جواب بدست مي دهد همان متريك كمتريكي كه اي
  :شوند
ଵ െ  
ଷ
  0 ൑ ଵ݌ ൑
  ଷଶ ൑ ଶ݌ ൑ 0  
ଶ  
ଷ
  1 ൑ ଷ݌ ൑
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  .برقرار است  0 ൒ ݊سنري صفر است مجددا اين حل فقط به ازاء آنجايي كه تانسور ريچي براي حل كاز 
 :دسته سوم
௡ସା௡ଷିଵሺଷ ൌ ܲ   (66-5)
ሻర௡଼ସାయ௡଴ସିమ௡ହି௡଴ଵାଵିሺଷඥേሻమ
ሻ௡ିଵሺଶ
  
௉ ൌ ܳ  (76-5)
మ
ଷ
 
ها جواب حقيقي خـواهيم  ௜݌مشابه مدل قبلي اگر اين دو معادله را با هم حل كنيم فقط به ازاء مقادير برابر 
را بدسـت  واكر-رابرتسون-فريدماناين دسته از جوابها فقط متريك همسانگرد با خمش صفر خلاء  .داشت
مخـرج  1 ൌ ݊بـه ازاء  (66-5)به اين علت كه در رابطـه  .مي باشد ଷ௉ها همه برابر با  ௜݌مقادير  .مي دهند
  .معتبر است 1 ് ݊صفر مي شود اين دسته به ازاء همه 
  :دسته چهام
  1 െ ݊4 ൌ ܲ  (86-5)
  ሻଶ݊2 ൅ ݊4 െ 1ሺ2ඥሻ݊2 െ 1ሺ2 േ ଶ݊8 െ ݊21 ൅ 3െ ൌ ܳ    (96-5)
ଵ ് ݊اين دسته جواب به ازاء همه 
ସ
به ازاء اين مقدار هر دو رابطه بالا صفر شده و دوباره حـل دسـته اول ) 
همواره مقاديري منفـي را ܳ  در واقع .سنر بدست مي دهدمقاديري موهومي براي ضرايب ك( يدبدست مي آ
  .اختيار مي كند
  :دسته پنجم
  ଶሻ݊2 െ 1ሺ ൌ ܲ  (07-5)
  ଶሻ1 െ ݊ሺ݊8 െ 1 ൌ ܳ  (17-5)
زيبـايي ايـن جـواب در ايـن اسـت كـه . همسانگرد را معرفي مـي كنـد  اين تنها جوابي است كه متريكي نا
ر مـدل بـه روش توصـيف شـده د  .سنر در خلاء نسبيت عام اينشتين بدست مي آيدهمان حل ك1 ൌ n در
  :سنر در آنها تعريف مي شوند عبارت اند ازقبلي بازه هايي كه ضرايب ك
 ٩٧    
 
  A െ ଶሻ݊2 െ 1ሺ ൑ ଵ݌3 ൑ A2 െ ଶሻ݊2 െ 1ሺ                    ..(الف -27-5)
  A ൅ ଶሻ݊2 െ 1ሺ ൑ ଶ݌3 ൑ A െ ଶሻ݊2 െ 1ሺ                      (ب -27-5)
  A2 ൅ ଶሻ݊2 െ 1ሺ ൑ ଷ݌3 ൑ A ൅ ଶሻ݊2 െ 1ሺ                      (ج -27-5)
  :را به شكل زير تعريف كرده ايم Aكه 
  ሻଷn4 ൅ n6 െ 1ሺሻn2 െ 1ሺඥ ؠ A  
ايـن  .بر قـرار اسـت همچنان ( 12-5)مثل قبل بدون از دست دادن عموميت مساله فرض كرده ايم كه رابطه 
  .رسم شده است ୧p هاي مختلف براي ضرايبn سه بازه به ازاء 
 
૚ =Lسنري براي مدل تعميم يافته ك بيضرا به مربوط يها جواب يمنحن 2-5 يمنحن                              
૏
 ܖሻ઺હ܀઺હ܀ሺ
بدسـت  ୧݌ سه بازه عددي براي ضـرايب  nمي توانيم به ازاء اين  ثابت ൌ nكه مثل مدل قبلي با رسم خط 
  .آوريم
اگر توابع زير را تعريـف  .جهت درك كيفي بهتر از نمودار فوق شايسته است A يك تحليل كوتاه از ضريب
  :كنيم
  ݊2 െ 1 ؠ ݂  
  ଷ݊4 ൅ ݊6 െ 1 ؠ ݃  
 ٠٨    
 
  :دامنه توابع فوق عبارتند از
ቐ ՜ f  
ଵ ൑ n
ଶ
مثبت      
ଵ ൐ n
ଶ
منفي      
  
ቐ ՜ g  
           مثبت ଷn ൒ n   ,    ଶn ൑ n ൑ ଵn
           منفي  ଵn ൑ n   ,   ଷn ൑ n ൑ ଶn
  
يعني يـا هـر دو  0 ൒ gfبايد زير راديكال مثبت باشد بايد همواره  Aبا توجه به اينكه براي معني دار بودن 
 nبا توجـه بـه ايـن توضـيحات مقـادير مجـاز بـراي . به ازاء دامنه اي معين منفي يا هر دو بايد مثبت باشند
 :عبارت است از
  ଶ݊ ൑ ݊ ൑ ଵ݊  (37-5)
ଵ  (47-5)
ଶ
  ଷ݊ ൑ ݊ ൑
 (37-5)همواره مثبت است محدوده هاي تعيين شده در  ܲ (07-5)با توجه به رابطه (. ଷ݊ ൏ ଶ݊ ൏ ଵ݊)
  .همواره يك عالم انبساط يابنده را معرفي مي كنند (47-5)و 
با بررسي اين پنج دسته جواب براي مدل فوق براي حالت خلاء به اين نتيجه رسيديم كه مـدل فـوق داراي 
  .معتبر است (47-5)و  (37-5)هاي يافت شده در ݊يك جواب دقيق نا همسانگرد مي باشد كه به ازاء 
  حل در مجاورت ماده 2-4-5
با توجه به ايـن كـه در مـدل  .قبلي بررسي مي كنيمحال اين مدل را در حضور ماده با تحليلي مشابه با مدل 
قبلي اين حالت به صورت مشروح توضيح داده شد از شرح مجدد جزئيات خودداري كرده وتا حـد امكـان 
  .نتايج را مطالعه مي نماييم
  :در اين مدل تابعيت جملات ميدان در حالت خلاء به صورت زير مي باشد
  ሻସିtሺO~جملات ميدان بدون حضور ماده  
 ١٨    
 
تكانه غلبه كنـد -با توجه به توضيحات داده شده در قبل براي اينكه جملات ميدان بر جملات تانسور انرژي
  :استتفاده مي كنيم ଷଷTاز مولفه 
ସ ൏ ߛبراي مقادير 
ଷ
  :در سيستم غير همراه داريم 
  ݊4െ ൐ ଷp െ Pെ  
   ݊4െ ൐ ଷ݌ െ ଶሻ݊2 െ 1ሺെ  
    ଶn4 െ ݊8 ൅ 1െ ൏ ଷp  (57-5)
ସ ൌ ߛدر سيستم همراه براي  و
ଷ
  :داريم 
  ୬ସିt ൏ ሻయ୮ିPሺଶିt ൌ ሻమ୮ାభ୮ሺଶିt ן ρ  
  ݊4െ ൐ ሻଷp െ Pሺ2െ  
  ଶ݊4 ൅ ݊6 െ 1 ൐ ଷ݌  (67-5)
بـدون ( مجـاز هسـتند  nيعني بازه هـايي كـه بـراي )حال با توجه به اين موضوع كه براي اين كه پاسخ ها 
زير مجموعه اي از پاسخ ها در حضور ماده باشند ما در جستجوي اين  (47-5)و  (37-5)حضور ماده يعني 
در واقع اين بدين معني است كه با توجه به توضـيحات داده شـده در ابتـداي ايـن فصـل . جواب ها هستيم
جـواب هـاي جديـد  حضور ماده  كه فرض مي شود تاثير مهمي روي تحول متريك فضازمان نـدارد نبايـد 
ت بدين معني كه جواب ها بدون حضور ماده بايـد حـالات خاصـي از جـواب هـاي درسنا. نادرستي بدهد
هاي مشترك باشند بايد بيشـينه  nيعني براي اين كه جواب قديم وجواب جديد حداقل داراي  .جديد باشند
بزرگتـر ( ج-27-5)از بيشينه جواب در جواب قـديم طبـق رابطـه  (57-5)در جواب جديد طبق رابطه  ଷp
  :باشد يعني
ሻ୬ଶିଵሺ ൐ ଶn4 െ n8 ൅ 1െ  
ሻయ୬ସା୬଺ିଵሺሻ୬ଶିଵሺඥଶାమ
ଷ
  
  :با ساده سازي عبارت بالا به رابطه زير مي رسيم. هايي هستيم كه شرط فوق را ارضاء كنند nما به دنبال 
  0 ൐ ሻଷ݊4 ൅ ݊6 െ 1ሺሻ݊2 െ 1ሺඥ െ ଶ݊8 െ ݊41 ൅ 2െ  
 ٢٨    
 
اگر مقـادير . بدست آورديم ݊را براي  (47-5)و  (37-5)در حالت خلاء ما دو بازه مجاز يعني جواب هاي 
بدست مي آوريم كه بـا   ଷ݌قرار دهيم مقاديري براي  (67-5)و ( 57-5)را در  (47-5)در   ݊تعريف شده 
ଵ ~݊ب ــراي  م ــثلاً. هم ــواره درســت هس ــتند  2-5ب ــا مق ــاير خوان ــده ش ــده از نم ــودار  مقايســه
ଶ
ح ــدودا  
همواره بـين صـفر و  ଶଵ ~݊ ب خلاء برايولي با مقايسه با نمودار مي بينيم كه جوا 2 ൏ ଷ݌ ൏ 1െ:داريم
  .يعني جواب با حضور ماده جوابي منطقي است. يك است
مـي بينـيم كـه بـا  .وجود نـدارد  (37-5)همواره براي جواب ديگر خلاء يعني از سويي ديگر چنين اعتباري 
بـراي . بر مي گرديممعادله اي كه بدست آورديم به نا. اين بازه محدود تر مي شوداضافه شدن ماده به مساله 
  :ارضاء نامعادله فوق بايد داشته باشيم
ଵ ൐ n  
଺
   
  :تصحيح مي شودبه شكل زير  ସଵ ൏ ߛ ماده هاي با براي ଶ݊ ൑ ݊ ൑ ଵ݊نتيجه بازه در 
ଵ  
଺
     ଶ݊ ൏ ݊ ൏
ଵ ൌ ߛو براي ماده هايي با 
ସ
هاي مشـترك باشـند  nجواب جديد حداقل داراي  اين كه جواب قديم و براي 
( ج-27-5)جواب در جواب قديم طبق رابطـه  كمينهاز ( 67-5)در جواب جديد طبق رابطه  ଷp كمينهبايد 
  :باشد يعني كوچكتر
ሻ௡ଶିଵሺ ൏ ଶ݊4 ൅ ݊6 െ 1  
ሻయ௡ସା௡଺ିଵሺሻ௡ଶିଵሺඥାమ
ଷ
  
  :كه بعد از ساده سازي داريم
  0 ൏ ሻଷ݊4 ൅ ݊6 െ 1ሺሻ݊2 െ 1ሺඥ െ ଶ݊8 ൅ ݊41 െ 2  
  :كه اين نامساوي براي بازه زير ارضاء مي شود
  ସn ൐ n  
 :به شكل زير تصحيح مي شود ସଵ ൌ ߛ ماده هاي با براي ଶ݊ ൑ ݊ ൑ ଵ݊نتيجه بازه در ( 511.0 ؆ ସn)
  ଶ݊ ൏ ݊ ൏ ସn 
 ٣٨    
 
ସ ൏ ߛبراي اينكه  ماده با  ݊اين بازه هاي مجاز براي بنا بر
ଷ
توصيف كننـده فضـا زمـان  روي تحول متريك 
  :زي داشته باشد عبارت اند ازتاثير ناچي
ଵ  (56-5)
ଶ
  ଷ݊ ൑ ݊ ൑
ଵ  (77-5)
଺
   ଶ݊ ൏ ݊ ൏
ସ ൌ ߛبراي ݊ بازه هاي مجازو 
ଷ
  :عبارت اند از 
ଵ  (56-5)
ଶ
  ଷ݊ ൑ ݊ ൑
   ଶ݊ ൏ ݊ ൏ ସ݊  (87-5)
ସ ൐ ߛحال به تحليلي مشابه براي ماده سخت يعني براي 
ଷ
همانطور كه گفته شد براي اين مـاده  .مي پردازيم 
ايـن . جديد باشيم ௔ݑو ρيعني ما بايد دنبال . 0 ՜ ௔ݑ௔ݑو براي مولفه هاي فضايي چار بردار  1 ՜ ଴u
  :عبارت اند از δ2 ൅ 1بجاي  Pمقادير با جا گذاري
  Pஓିt~ρ  
  ௉ሻଵିఊሺݐ~௔ݑ  
با استدلالي مشابه در مدل قبلي براي ماده سخت شرطي كه در آن تقريب سرعت غالب با شكسـت مواجـه  
  :مي شود  عبارت است از
  Pሻ1 െ γሺ ൏ ଷp  
. هستند كه براي مدل جديد باز نويسي شده اند (93-5)و  (83-5) ,(73-5)تا اينجا اين روابط همان روابط 
اينكه در اين حالت مولفه هاي تانسور انرژي تكانه با سرعت كمتري نسبت به جمـلات ميـدان واگـرا براي 
  :شوند همان طور كه گفتيم بايد شرط زير برقرار باشد
   مرتبه بزرگي جملات ميدان در حالت خلاء ൏ ρ  
   ୬ସିt ൏ Pஓିt  
   n4െ ൏ Pγെ  
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௡ସ ൏ ߛ  (97-5)
మሻ௡ଶିଵሺ
   
ଵدر بازه 
ଶ
 ߛقرار داده شوند همـواره جـواب هـايي بـراي  (97-5)وقتي كه در  ݊تمام مقادير  ଷ݊ ൏ ݊ ൏
با حضور مـاده  (47-5)يعني جواب خلاء . در آن جواب ها قرار دارد 2 ൏ ߛبدست مي دهند كه تمام بازه 
هـاي  ݊يعنـي همـه . مشـكل سـاز اسـت  (37-5)ولي  دوباره جـواب . سخت دست نخورده باقي مي ماند
قـرار دهـيم جـواب  (97-5)را در    3.1 െ ~ଵ݊اگر مثلاً. سازگاري ندارند (97-5)با  (37-5)موجود در 
پـس بايـد . در تضـاد مـي باشـد  2 ൏ ߛ ൏ 1را بدست مي آوريم كه با فرض اوليـه  4.0െ ൏ ߛتقريبي 
ସ ൐ ߛبراي تصحيح اين بازه ما از اين شرط كه براي مـاده سـخت همـواره . تصحيح شود (37-5)جواب 
ଷ
 
  :داريم (97-5)با توجه به . است استفاده مي كنيم
~௫௔௠ߛ  
௡ସ
మሻ௡ଶିଵሺ
  
൐ ௫௔௠ߛ  
ସ
ଷ
  
كه ريشه هاي نامعادله زير  ଼ଷଷ√േ଻ ൌ ଶ,ଵݎبا حل اين نامعادله مي بينيم كه رابطه فوق فقط به ازاء دو مقدار 
  :هستند صادق است
   0 ൌ ଶ݊4 ൅ ݊7 െ 1  
بـازه . در حالتي كه ماده سخت حضـور دارد يكـي از دو ريشـه فـوق اسـت  (37-5)يعني حد پايين جواب 
  :براي ريشه كوچك تر به شكل زير تصحيح مي شود (37-5)بزرگ تر براي 
ଷଷ√ି଻  (08-5)
଼
  ଶ݊ ൏ ݊ ൏
براي اينكه ماده سخت روي تحول متريك توصيف كننده فضا زمان تـاثير  ݊در نهايت بازه هاي مجاز براي 
  :ناچبزي داشته باشد عبارت اند از
ଵ  (56-5)
ଶ
  ଷ݊ ൑ ݊ ൑
ଷଷ√ି଻  ( 08-5)
଼
  ଶ݊ ൏ ݊ ൏
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  :[53]آخرين مدل مورد بررسي ما چگالي لاگرانژي زير است 5-5
ܴఔఓఉఈܴሺ݃െඥ ఞଵ ൌ ீܮ  (18-5)
  ௡ሻఔఓఉఈ
  :سنر به دو معادله قيدي زير مي رسيمگذاري عناصر متريك تعميم يافته كو با جا بعد از حل معادلات ميدان
  ( 28-5)
௉ቀቆ ଵି௡ܼ
ொమ
ଶ
௉ െ
ర
ଶଵ
ொଷ െ ܳ െ
మ
ସ
ௌ௉ଶ െ ܵ2 ൅
ଷ
௉ቀ ൅ ቁ
ర
ଷ
െ ଶܳ3 ൅ ܳଶܲ2 െ ܳܲ2 ൅ ܳ6 ൅
ௌ௉ଶ ൅ ܵ01
ଷ
  0 ൌ ൰ଶ݊ሻܳ െ ܵሺ8 ൅ ݊ ቁ
  (38-5)
௉ቀቆ ଵି௡ܼ 
ర
ସ
௉ଷ െ ܲ െ
మ
ଶ
௉ െ
య
ଶ
ொଷଵ ൅
ଶ
ொ௉଻ ൅
ଶ
௉ଷ െ
ொమ
ଶ
ொଽ ൅
మ
ସ
െ ଶܲ4 ൅ ܲ6ሺ ൅ ቁܵ8 െ
  0 ൌ ൰ଶ݊ሻܲ െ ܳሺ8 ൅ ݊ሻܵ8 ൅ ܳܲ2 െ ܳ61
  .مي باشد ఔఓఉఈܴఔఓఉఈܴ ؠ ܼكه 
  :به شكل زير تعريف مي شود ܵتعريف قبل را دارند ولي  ܳو  ܲكه در دو قيد بالا 
 ଵୀ௜ଷଷ௜݌ ∑ ؠ ܵ  
  :دو معادله بالا چهار دسته جواب به شكل زير دارند
  :دسته اول
  :اين جواب متعلق است به
 ܵ ൌ ܳ ൌ 0 ൌ ܲ  (48-5)
چون براي فضا زمان مينكوسكي مولفه هاي . ن مينكوسكي را بدست مي دهدااين حل متريك فضا زم
و . 0 ൌ ܼيعني در اين حل . ها صفر و در نتيجه تانسور ريمان صفر مي باشد هموستارمتريك ثابتند پس 
  .معتبراست 0 ൐ ݊در نتيجه براي واگرا نشدن چگالي لاگرانژي اين جواب براي 
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  :دسته دوم
  واب هاي متعلق به اين دسته حل باج
  ܵ ൌ ܳ ൌ 1 ൌ ܲ  (58-5)
هميشه برقرار باشد بايد همواره يكي از ضرايب متريك تعميم يافته ه نتيجه فوق براي اينك. داده مي شود
اين بدين معني است كه متريك ما فقط در . متريك مقدار يك و دو ضريب ديگر مقدار صفر داشته باشد
فرض مي . راستاي ديگر داراي ضرايب ثابت يك مي باشد ني داشته و در دوراستاي يك بعد تحول زما
  كنيم 
 1 ൌ ଷ݌ ,ଶ݌ ൌ 0 ൌ ଵ݌  
  :در اين صورت متريك به شكل زير در مي آيد. باشد
 ଶݖ݀ଶݐ ൅ ଶݕ݀ ൅ ଶݔ݀ ൅ ଶݐ݀െ ൌ ଶܵ݀  
  :تبديل مختصات به شكل زير را استفاده مي كنيم
  ݖ ݄݊݅ݏ ݐ ൌ ҧݖ  
 ݖ ݄ݏ݋ܿ ݐ ൌ ҧݐ 
  :صورت با تبديلات بالا شكل نهايي متريك عبارت است ازدر اين 
  ଶҧݖ݀ ൅ ଶݕ݀ ൅ ଶݔ݀ ൅ ଶҧݐ݀െ ൌ ଶܵ݀  
 0 ൐ ݊بنابراين اين حل به دسـته اول تعلـق دارد و بـه ازاء . اين متريك مربوط به فضاي مينكوسكي است
  .معتبراست
  :دسته سوم
  :در اين دسته داريم
௡ସା௡ଶିଵሺଷ ൌ ܲ  (68-5)
ర௡଺ଵାమ௡଺ଵି௡଴ଵାଵି√േమ
ሻ௡ିଵሺଶ
 
௉ ൌ ܳ 
మ
ଷ
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௉ ൌ ܵ 
య
ଽ
 
جواب هاي غير موهـومي  ௜݌اين دسته فقط به ازاء مقادير برابر ضرايب . ما قبلا با اين گونه حل آشنا شديم
 ଷ௉ ൌ ௜݌،  1 ് ݊بـراي همـه  ،يعني اگر اين سه معادله را با هـم حـل كنـيم . ها بدست مي دهد ௜݌براي 
 .خواهند بود
  :دسته چهارم
 1 െ ݊4 ൌ ܲ  (78-5)
ଵ ൌ ܳ  
ଷ
  ሽሿሻ݊ െ 1ሺܵ ൅ ሻ݊2 െ 1ሺ݊ሾ2ඥ4 േ 1 െ ݊8 െ ଶ݊61ሼ
  .  و در نتيجه اين جواب مورد توجه ما نيست  ها بدست مي آوريم ௜݌در اين دسته ما مقادير موهومي براي 
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  جمع بندي
شناسي ناهمسانگرد در نظريه گرانش مرتبه بالا مورد  كيهان دقيق وجود برخي حل هاي پايان نامهدر اين 
    هيلبرت تعريف -در حالي كه نظريه استاندارد نسبيت عام كه توسط كنش اينشتين. بررسي قرار گرفت
، با وجود اين دليل كمتري وجود دارد كه چنين رفتاري ردمي شود با آزمايشات ميدان ضعيف همخواني دا
در واقع در حد . ي وجود داشته باشدكيهاندر مجاورت با تكينگي اوليه  مثلاًلا، در موقعيت هايي با خمش با
خمش هاي بالاست كه اثرات كوانتومي مهم مي شوند و بايد انحرافي را در نظريه استاندارد نسبيت عام 
  .انتظار داشت
ومي از نظريه هايي بدون دانشي در مورد شكل دقيق اين انحراف ها، ما اين مساله را با بررسي يك رده عم
مشتق  ஝µஒ஑R஝µఉఈRو  ஝µR஝µR، ܴ اسكالر كه مي توانند از يك تابع تحليلي اختياري از سه كميت
بر حسب توان هايي از اين سه متغير،  گيتكينبا بسط اين تابع در حوالي . شوند مورد تحقيق قرار داده ايم
در اين . باشد ୬ሻ஝µஒ஑R஝µఉఈRሺيا  ୬ሻ஝µR஝µRሺ، ௡ܴانتظار مي رود جملات غالب در بسط به شكل 
 ௡ܴدر مدل هايي از نوع . زير استخراج شده اند ها نظريهكار تمام حل هاي كسنري موجود مربوط به اين 
مدل هايي از نوع براي ولي . حل ناهمسانگرد از نوع حل كسنر در خلاء يافت شد ୬ሻ஝µR஝µRሺو 
  .يافت نشدچنين حل هايي  ୬ሻ஝µஒ஑R஝µఉఈRሺ
در  مثلاًيعني . خلاء ممكن است با اضافه شدن ماده به مساله تغيير كندبه يي ديگر هر حل مربوط از سو
اضافه شدن ماده به مساله ويژگي هاي  از هايي كه در حل خلاء داراي تكينگي هستند، ممكن است بعد لمد
وقتي از تكينگي در حل خلاء . در بعضي مواقع ممكن است تكينگي از بين برود. اين تكينگي تغيير كند
اين در حالي است كه مدلي خوب . صحبت مي شود در واقع از تكينگي در هندسه مدل صحبت مي كنيم
ي هاي خود را حفظ كند يعني در واقع گاده همچنان ويژبشمار مي آيد كه اين تكينگي بعد از اضافه شدن م
  .در اين صورت تكينگي يك مفهوم فيزيكي بشمار مي آيد
در اين كار به اين موضوع پرداخته شده كه چه شرايطي لازم است ارضاء شود تا تكينگي موجود در اين 
در مجاورت  ا فرض آنكهب شرط هاي لازم. مدل ها در حضور ماده همچنان ويژگي هاي خود را حفظ كند
به دست  از سرعت جملات ميدان خلاء كمتر باشد تكانهتكينگي سرعت واگرايي جملات تانسور انرژي 
قيد هايي كه بدست مي آيد، ماده رفتاري شبيه ذره آزمون داشته و در  با توجه به در اين شرايط. آمده اند
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در  ̋مثلا .تقريبي را در فيزيك كلاسيك نيز داريم چنين ̋عملا. واقع تاثيري روي ميدان مساله نخواهد داشت
بررسي مساله مربوط به رفتار ذره آزمون در حضور ميدان الكتريكي فرض مي شود بار ذره اغتشاشي روي 
همچنين وقتي رفتار يك جرم نقطه اي در ميدان گرانشي خارجي . ميدان الكتريكي خارجي ايجاد نمي كند
  .در مقابل ميدان خارجي ناچيز است ان گرانشي جرم نقطه ايمورد نظر است فرض مي شود ميد
ولي برخي  ،هستند يهمه جواب هاي يافت شده در حضور ماده نسبيتي و تابش جواب هاي خوش رفتار
، در جواب هاي خوش رفتار. از خود نشان نمي دهندها در حضور ماده غير نسبيتي خوش رفتاري  از آن
به ياد داشته . ور ماده استكه بدست مي آيد يك حل مناسب حتي در حض متريك كسنر همراه با قيد هايي
  .كه اين متريك حل دقيق خلاء است باشيم
كه اگر شرايط  مشاهده مي شود. يمه ا، شرايط انرژي را مورد بررسي قرار دادఋାଵܴهمچنين در مورد مدل 
انرژي در مورد اين مدل از گرانش هاي مرتبه بالاتر با متريك زمينه ناهمسانگرد كسنر بكار رود تمام چهار 
باشد هندسه  0 ൒ ߜنتيجه اگر كه در . منجر مي شوند δبراي  0 ൒ ሻ1 ൅ ߜ2ሺߜشرط انرژي به يك قيد 
سرعت انتشار انرژي كمتر از سرعت  نقش يك ماده معمولي با چگالي انرژي مثبت، ميدان گرانشي جاذب و
  .نور را دارد
واكر بايد شرط -رابرتسون-از سويي ديگر مي دانيم كه براي داشتن انبساط شتاب دار در مدل فريدمان
 ناهمسانگرد از نوع بيانكي نوع اول در نسبيت عام نيز اين شرط براي يك مدل. انرژي قوي نقض شود
، يعني با فرض اينكه در اينجا مابودن اين موضوع براي مدل گرانشي  در نتيجه با فرض درست. برقرار است
      ، يك جواب غير فيزيكي بدستعالمي با انبساط شتاب دار خواهيم داشتنقض شرط انرژي قوي با 
در نتيجه ما نقض شرط انرژي را رها كرده و به ارضاء . چگالي انرژي بايد منفي باشد در اينجا .يممي آور
ارضاء شدن اين شرط به معناي اين است كه انبساط ناهمسانگرد در اين مدل كند . تفا كرديمشدن آن اك
مي توان يافت اين است كه  انبساط كند شونده ناهمسانگرد تعبير فيزيكي كه براي توجيه اين. شونده است
تغيير سيماي عالم  احتمالاًاين نتيجه قابل انتظار است زيرا اين خود به معناي از بين رفتن ناهمسانگردي و 
  .ناهمسانگرد مساله به يك عالم همسانگرد مي تواند باشد
بايد داشته در فصل چهارم ذكر كرديم كه براي ماده اي كه مي تواند عامل انبساط شتاب دار  باشد لي و
ଵ െ ൏ ݓباشيم 
ଷ
ଵ ൌ ݓولي بعد از محاسبه ديديم كه در مدل ما  
ଷ
بازه كه اين نتيجه در  بدست مي آيد  
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با متريك زمينه كسنر در بازه  ఋାଵܴبه عنوان نتيجه نهايي مي توانيم بگوييم كه مدل . معتبر است 0 ൒ ߜ
  :چند ويژگي را دارد كه عبارت اند از 0 ൒ δ
  .در اين بازه يك حل خلاء است( الف
براي دوره هايي از و نيز ماده هاي غير نسبيتي نسبيتي  بسيارنسبيتي و  تقريبا در حضور تمام ماده هاي( ب
  .تحول عالم يك حل تقريبي خوب در اطراف تكينگي اوليه است
  .را معرفي مي كند ولي با شتاب منفي در اين بازه يك عالم با انبساط شتاب دار( ج
   . در اين بازه، از معادله حالت تابش تبعيت مي كند ߜبه ازاء تمام مقادير  (د
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 هميمضفلا  
 شنك شدروܵ ൌ ׬ ݀ସݔࣦ  ابࣦ ൌ ඥെ݃ܮ ൌ ඥെܴ݃ଶ يكيرتم شور هب  
تسا ريز لكش هب شنك:  
)1(  S ൌ ׬ dସxࣦ ൌ ׬ dସx ඥെgܴ2 
  δS ൌ ׬ dସxδࣦ  
)2(  
  δࣦ ൌ δ ቄඥെgܴ2ቅ ൌ ܴ2δ൫ඥെg൯ ൅ 2ඥെgRδR ൌ െ ଵଶ ඥെgܴ
2g஑ஒδg஑ஒ ൅
2ඥെgRδR  
 هبساحم هب لااحδR ميزادرپ يم هناگادج روط هب.  
  ඥെgRδR ൌ ඥെgRδ൫gµ஝Rµ஝൯ ൌ ඥെgRRµ஝δgµ஝ ൅ ඥെggµ஝RδRµ஝ ൌ
ඥെgRRµ஝δgµ஝ ൅
ଵ
ଶ ඥെgg
µ஝g஑ஒRൣδgµ஑;஝ஒ ൅ δg஝ஒ;µ஑ െ δgµ஝;஑ஒ െ δg஑ஒ;µ஝൧ ൌ
ඥെgRRµ஝δgµ஝ ൅ ඥെggµ஝g஑ஒRൣδgµ஑;஝ஒ െ δg஑ஒ;µ஝൧  
 هطبار هرابود)2 (ميسيون يم ار:  
)3(  
  δࣦ ൌ δ ቄඥെgܴ2ቅ ൌ ܴ2δ൫ඥെg൯ ൅ 2ඥെgRδR ൌ െ ଵଶ ඥെgܴ
2g஑ஒδg஑ஒ ൅
2ඥെgRRµ஝δgµ஝ ൅ 2ඥെggµ஝g஑ஒRൣδgµ஑;஝ஒ െ δg஑ஒ;µ஝൧  
مينك يم هداس ار رخآ هلمج لااح:  
  ඥെggµ஝g஑ஒRൣδgµ஑;஝ஒ െ δg஑ஒ;µ஝൧ ൌ ඥെgൣgµ஝g஑ஒR;஝ஒδgµ஑ െ gµ஝g஑ஒR;µ஝δg஑ஒ൧  
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 لدم يكيرتم شدرو هب طوبرم هميمض ردࣦ ൌ ඥെܴ݃ఓఔܴఓఔ  ميدرك هدافتسا لااب طخ رد هك يشور
دوش يم يراددوخ نآ ددجم حيضوت زا اجنيا رد و تسا هدش هداد حيضوت . ار لااب طخ طباور همادا رد لااح
 بسحربδg஑ஒ مينك يم يسيون زاب:  
  ඥെgൣgµ஝g஑ஒR;஝ஒδgµ஑ െ gµ஝g஑ஒR;µ஝δg஑ஒ൧ ൌ ඥെggµୢgୠୡR;ୢୡδgµୠ െ
ඥെggୢ஝gୠୡR;ୢ஝δgୠୡ ൌ
െඥെggµୢgୠୡR;ୢୡgஒୠg஑µδg஑ஒ ൅ ඥെggୢ஝gୠୡR;ୢ஝gஒୡg஑ୠδg஑ஒ ൌ
െඥെgR;ୢୡδ஑
ୢδஒ
ୡδg஑ஒ ൅ ඥെggୢ஝g஑ୠR;ୢ஝δୠஒδg஑ஒ ൌ ඥെgൣgୢ஝g஑ஒR;ୢ஝ െ
R;஑ஒ൧δg஑ஒ ൌ ඥെgൣg஑ஒᇝR െ R;஑ஒ൧δg஑ஒ    
 هطبار رد ار قوف ترابع لاح)3 (مينك يم يراذگاج:  
  δࣦ ൌ δ ቄඥെgܴ2ቅ ൌ ܴ2δ൫ඥെg൯ ൅ 2ඥെgRδR ൌ െ ଵଶ ඥെgܴ
2g஑ஒδg஑ஒ ൅
2ඥെgRRµ஝δgµ஝ ൅ 2ඥെgൣg஑ஒᇝR െ R;஑ஒ൧δg஑ஒ ൌ ඥെg ቄെ
ଵ
ଶ
ܴ2g஑ஒ ൅ 2RRµ஝ ൅
2g஑ஒᇝR െ 2R;஑ஒቅ δg஑ஒ  
  δS ൌ ׬ dସxδࣦ ൌ ׬ dସxඥെg ቄെ ଵଶ ܴ
2g஑ஒ ൅ 2RRµ஝ ൅ 2g஑ஒᇝR െ 2R;஑ஒቅ δg஑ஒ ൌ
0  
)4(  െ ଵ
ଶ
ܴ2g஑ஒ ൅ 2RRµ஝ ൅ 2g஑ஒᇝR െ 2R;஑ஒ ൌ 0  
تسا يكيرتم يشدرو شور رد هدش يفرعم لدم ناديم هلدعم قوف هلداعم.  
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  بضميمه 
ଵ ൌ ࣦبا  ࣦݔସ݀ ׬ ൌ ܵوردش كنش 
ܴ݃െඥ ൌ ܮ݃െඥ ఞ
  به روش متريكي ఔఓܴఔఓ
  .براي شروع ابتدا چند رابطه را كه بعدا از آنها استفاده خواهيم كرد را معرفي مي كنيم
با استفاده از اينكه مشتق همورداي تانسور اينشتين بايد صفر باشد دو رابطه را به شكل زير بدست خواهيم 
  :آورد
gR ଶଵ െ ఔఓRቀ µ׏ ൌ ఔఓGµ׏  
 0 ൌ ቁఔఓ
g ଶଵ ൌ ஝µRµ׏  
ൌ Rµ׏஝µ
ଵ
ଶ
 R஝׏
׏஝׏ ଶଵ ൌ ஝µRµ׏஝׏ (1)
ଵ ؠ R஝
ଶ
  Rᇝ
 R஝׏ ଶଵ ൌ ஝µRµ׏  
 R஝׏஑׏ ଶଵ ൌ ஝µRµ׏஑׏  (2)
 :بدست مي آيد1وآخرين رابطه اي كه معرفي مي كنم رابطه زير است كه از اتحاد دوم بيانكي 
R஢ஒ஡஑R ൅ ஒ஑;R ଶଵ െ ୡஒ;ୡ஑R ൌ ஒµRµ஑R  (3)
 ஢஡
g ଶଵ ൌ ஝µRδ  (4)
  ൧஝µ;ஒ஑gδ െ ஒ஑;஝µgδ െ ஑µ;ஒ஝gδ ൅ ஒ஝;஑µgδൣஒ஑
و براي شاخص هاي بالا  A஑׏ ؠ ஑;Aتق هموردا است يعني به معني مش ;كه در روابط بالا علامت 
;A
  .A஑׏ ൌ ஑
                                                            
 ytitnedi ihcnaiB dnoces ١
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  :دو رابطه زير را نيز داريم
 ஝µgδ஝ஒgµ஑gെ ൌ ஒ஑gδ  (5)
gδஒ஑ggെඥ ଶଵ െ ൌ ൯gെඥ൫δ  (6)
  ஒ஑
  :كنش به شكل زير است .حالا به وردش كنش مي پردازيم
d ׬ ߯1 ൌ ࣦxସd ׬ ൌ S  (7)
 ஝µR஝µRgെඥ xସ
  ࣦδxସd ׬ ൌ Sδ  
 ሻ஝µRሺδ஝µRgെඥ ൅ ሻ஝µRሺδ஝µRgെඥ ൅ ൯gെඥ൫δ஝µR஝µR ൌ ൟ஝µR஝µRgെඥ൛δ ൌ ࣦδ  
ଵفرض كرده ايم )
ఞ
حال براي طولاني نشدن مساله هريك از جمله ها را جداگانه محاسبه ( برابر يك است 
  :ابتدا جمله سوم راحساب مي كنيم. مي كنيم
Rgെඥ ଶଵ ൌ ൯஝µR൫δ஝µRgെඥ  
 ൧஝µ;ஒ஑gδ െ ஒ஑;஝µgδ െ ஑µ;ஒ஝gδ ൅ ஒ஝;஑µgδൣஒ஑g஝µ
  (8)
ଵ ൌ  
R൛gെඥ ଶ
 ൟ஝µ;ஒ஑gδஒ஑g஝µR െ ஒ஑;஝µgδஒ஑g஝µR െ ஑µ;ஒ஝gδஒ஑g஝µR ൅ ஒ஝;஑µgδஒ஑g஝µ
  :مثلاً هريك از جمله هاي عبارت فوق به شكل زير ساده مي شوند، حالا
  ቃ஝;஑µgδஒ;ஒ஑g஝µR െ ஝;஑µgδஒ஑gஒ;஝µR െ ஒ;ሻ஝;஑µgδஒ஑g஝µRሺቂ ൌ ஒ஝;஑µgδஒ஑g஝µR  
جمله آخر به علت قيد . جمله اول ديورژانس كامل است و در انتگرال گيري كنش كنار گذاشته مي شود
  :صفر مي شود در نتيجه داريم 0 ൌ µ;ஒ஑g متريك سازگاري يعني 
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  ஝;஑µgδஒ஑gஒ;஝µRെ ൌ ஒ஝;஑µgδஒ஑g஝µR  
  اگر يك بار ديگر همين عمليات را انجام دهيم عبارت زير را بدست مي آوريم
  ஑µgδஒ஑g஝ஒ;஝µR ൌ ஒ஝;஑µgδஒ஑g஝µR  
  :را دو باره باز نويسي مي كنيم( 8)هريك از جمله هاي رابطه . برمي گرديم به مساله
R൛gെඥ ଶଵ ൌ ଷࣦδ  
஝µ
െ ஝µgδஒ஑gஒ஑;஝µR െ ஒ஝gδஒ஑g஑µ;஝µR ൅ ஑µgδஒ஑gஒ஝;
  ൟஒ஑gδஒ஑g஝µ;஝µR
  :استفاده مي كنيم( 5)بالا در اين مرحله از رابطه . در چگالي لاگرانژي جمله سوم است 3منظور از شاخص 
ൌ ଷࣦδ  
ଵ െ
R൛gെඥ ଶ
஝µ
െ ୬୫gδ୬ஒg୫஝gஒ஑g஑µ;஝µR ൅ ୨୧gδ୨஑g୧µgஒ஑gஒ஝;
 ൟ୷୶gδ୷ஒg୶஑gஒ஑g஝µ;஝µR െ ୯୮gδ୯஝g୮µgஒ஑gஒ஑;஝µR
െ ୯୮gδஒ஑gஒ஑;୯୮R െ ୬୫gδ୫஝g஑୬δ஑µ;஝µR ൅ ୨୧gδ୧µgஒ୨δஒ஝;஝µR൛gെඥ ଶଵ െ ൌ ଷࣦδ  
୶δ୷ஒg஝µ;஝µR
 ൟ୷୶gδஒ
R൛gെඥ ଶଵ െ ൌ ଷࣦδ 
஝µ
 ൟ୷୶gδ୷୶g஝µ;஝µR െ ୯୮gδ୯୮Rᇝ െ ୬୫gδ୫஝g୬µ;஝µR ൅ ୨୧gδ୧µg୨஝;
  
براي اين كار بايد با تغيير شاخص آنها را هم شاخص . ها فاكتور بگيريم gδدر اين مرحله بايد از تمام 
 βα ՜ yxو  βα ՜ qp، βα ՜ nm، βα ՜ jiدر چهار جمله تغيير شاخص ها به ترتيب شكل . كنيم
  :هستند در نتيجه بعد از انجام اين كار خواهيم داشت
஑Rቄ gെඥ ଶଵ െ ൌ ଷࣦδ   (9)
஝
R ൅ ஑µgஒ஝;
µ
  ஒ஑gδ  ቅஒ஑g஝µ;஝µR െ ஒ஑Rᇝ െ ஒµ;஑
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  :در مرحله بعدي جمله دوم را حساب مي كنيم
  (01)
൅ µ஑gδ஝ஒgஒ஑R஝µRgെඥ ൌ ൯ஒ஑R஝ஒgµ஑g൫δ஝µRgെඥ ൌ ሻ஝µRሺδ஝µRgെඥ ൌ ଶࣦδ  
  ஒ஑Rδµ஑g஝ஒg஝µRgെඥ ൅ ஝ஒgδµ஑gஒ஑R஝µRgെඥ
  :دو جمله اول تغيير شاخص دهيم خواهيم داشتاگر در 
െ ୡஒ;ୡ஑Rቂ gെඥ2 ൌ ஒୡRୡ஑Rgെඥ2 ൌ ஑ஒgδஒµR஑µRgെඥ ൅ ஒ஑gδ஝஑R஝ஒRgെඥ  
ଵ
ଶ
 ஑ஒgδ  ቃ஢஡R஢ஒ஡஑R ൅ ஒ஑;R
مي ( 9)دقيقا برابر رابطه ( 01)با محاسبه خواهيم ديد جمله سوم عبارت . استفاده كرديم( 3)كه از رابطه 
  :پس داريم. خودداري شده استكه براي جلو گيري از محاسبه تكراري از اين كار . شود
  (11)
R஢ஒ஡஑R ൅ ஒ஑;R ଶଵ െ ୡஒ;ୡ஑Rቂ 2ቄ gെඥ ൌ ଶࣦδ 
ଵ െ ቃ஢஡
ଶ
஑Rቂ
஝
R ൅ ஑µgஒ஝;
µ
െ ஒ஑R െ ஒµ;஑
 βαgδ  ቅ൧ஒ஑g஝µ;஝µR
  :برابر است با( 7)و در انتها جمله اول لاگرانژي 
R ଶଵ െ ൌ ൯gെඥ൫δ஝µR஝µR ൌ ଵࣦδ  
 ஒ஑gδஒ஑g஝µR஝µ
  :چگالي لاگرانژي نهايي برابر است با جمع سه چگالي لاگرانژي قبل به شكل زير
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  δࣦ ൌ δࣦଵ ൅ δࣦଶ ൅ δࣦଷ ൌ െඥെg ଵଶ R
µ஝Rµ஝g஑ஒδg஑ஒ ൅ ඥെg ቄ2 ቂR஑ୡ;ஒ
ୡ െ
ଵ
ଶ
R;஑ஒ ൅ R஑஡ஒ஢R஡஢ቃ െ
ଵ
ଶ
ቂR஑
஝
;஝ஒgµ஑ ൅ R
µ
஑;µஒ െ ᇝR஑ஒ െ Rµ஝;µ஝g஑ஒቃቅ  δg஑ஒ െ
ଵ
ଶ ඥെg ቂR஑
஝
;஝ஒ ൅ R
µ
஑;µஒ െ ᇝR஑ஒ െ Rµ஝;µ஝g஑ஒቃ δg஑ஒ  
  δࣦ ൌ ඥെg ቄെ ଵଶ R
µ஝Rµ஝g஑ஒ ൅ 2R஑ୡ;ஒ
ୡ െ R;஑ஒ ൅ 2R஑஡ஒ஢R஡஢ െ R஑
஝
;஝ஒ െ
Rµ஑;µஒ ൅ ᇝR஑ஒ ൅ Rµ஝;µ஝g஑ஒቅ δg஑ஒ 
ص مشش و مجنپ و مود ياه هلمج عومجم لااب ترابع ردتسا رف . هطبار زا زين رخآ هلمج يارب)1 ( هدافتسا
مينك يم .تشاد ميهاوخ هجيتن رد:  
)12(  
  δࣦ ൌ ඥെg ቄെ ଵଶ R
µ஝Rµ஝g஑ஒ െ R;஑ஒ ൅ 2R஑஡ஒ஢R஡஢ ൅ ᇝR஑ஒ ൅
ଵ
ଶ
g஑ஒᇝRቅ δg஑ஒ  
  δS ൌ ׬ dସxδࣦ ൌ ׬ dସxඥെg ቄെ ଵଶ R
µ஝Rµ஝g஑ஒ െ R;஑ஒ ൅ 2R஑஡ஒ஢R஡஢ ൅ ᇝR஑ஒ ൅
ଵ
ଶ
g஑ஒᇝRቅ δg஑ஒ ൌ 0 
)13(  െ ଵ
ଶ
Rµ஝Rµ஝g஑ஒ െ R;஑ஒ ൅ 2R஑஡ஒ஢R஡஢ ൅ R஑ஒ ൅
ଵ
ଶ
g஑ஒᇝR ൌ 0 
 هك دينك هجوت تبسن شدرو ياجبزا رگاδg஑ஒ  هب تبسن يريگ شدرو زاδg஑ஒ همادا رد و  ياجب ادتبا هب
)5 ( زاδgµ஝ ൌ െgµ஑g஝ஒδg஑ஒ  هطبار ،ميدرك يم هدافتسا)13 ( ياه صخاش و درك يم رييغت شتملاع
α و β دنتفرگ يم رارق اه ريغتم يلااب رد .  
  
  
    ٩٨ 
 
 هميمضپ  
 شنك شدروܵ ൌ ׬ ݀ସݔࣦ  ابࣦ ൌ ඥെ݂݃ሺܴሻ يكيرتم شور هب  
 )1(  ܣ ൌ ׬ ݀ସݔ ඥെ݂݃ሺܴሻ 
  ߜܣ ൌ ׬ ݀ସݔ ߜ ቀඥെ݂݃ሺܴሻቁ ൌ ׬ ݀ସݔሼߜ൫ඥെ݃൯݂ሺܴሻ ൅ ඥെ݃ߜ݂ሺܴሻሽ  
  ׬ ݀ସݔ ቄെ ଵ
ଶ ඥെ݃g஑ஒ݂ሺܴሻߜg
஑ஒ ൅ ඥെ݃
ஔ୤ሺRሻ
ஔR
δRቅ ൌ
׬ ݀ସݔ ሼെ
ଵ
ଶ ඥെ݃g஑ஒ݂ሺܴሻߜg
஑ஒ 
  ൅ඥെ݂݃ᇱሺܴሻߜሺg஑ஒܴఈఉሻሽ 
   ൌ ׬ ݀ସݔ ሼെ ଵ
ଶ ඥെ݃g஑ஒ݂ሺܴሻߜg
஑ஒ ൅ ඥെ݂݃ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ ൅ ඥെ݂݃ᇱሺܴሻߜ൫ܴఈఉ൯ሽ  
  ൌ ׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ ଵଶ ݂ሺܴሻg஑ஒߜg
஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻg஑ஒg஡஢ሺδg஑஡;ஒ஢ െ
δg஑ஒ;஡஢ሻሽ 
ميا هدرك هدافتسا ريز تاكن زا لااب طباور رد:  
)2(  ߜ൫ඥെ݃൯ ൌ െ ଵଶ ඥെ݃g஑ஒδg
஑ஒ 
ميراد يچير رلاكسا شدرو يارب زين و:  
)3(  ߜ൫ܴఈఉ൯ ൌ g஑ஒg஡஢ሺδg஑஡;ஒ஢ െ δg஑ஒ;஡஢ሻ 
ميراد همادا رد: 
)4(  
 ٩٩    
 
ൌ ܣߜ 
െሼ݃െඥݔସ݀ ׬
ଵ
ଶ
൅ ஢ஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂ሾ ൅ ஒ஑gߜఉఈܴሻܴሺᇱ݂ ൅ ஒ஑gߜஒ஑gሻܴሺ݂
 ሿ஢஡;ஒ஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂
  :را جداگانه حساب مي كنيم ஢ஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂حالا عبارت 
െ ஒ;஡஑gδఙ;ሻܴሺᇱ݂஢஡gஒ஑g െ ఙ;ሻஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂ሺ ൌ ஢ஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂  
݂ െ ஒ;஡஑gδ஢;ஒ஑g஢஡gሻܴሺᇱ݂
݂ሺ ൌ ஒ;஡஑gδ஢;஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ
െ ఙ;ሻஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ
 ஒ;஡஑gδఙ;ሻܴሺᇱ݂஢஡gஒ஑g
از آنجايي كه عبارت . است 0 ൌ ஢;஢஡g ൌ ஢;ஒ஑gكه به علت شرط سازگاري متريك 
در نتيجه  ఈ;ఈܣيك واگرايي كامل است يعني مي توان آن را به شكل  ఙ;ሻஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂ሺ
  :انتگرال آن به دليل شرايط مرزي صفر مي شود، در نتيجه خواهيم داشت
 ஒ;஡஑gδఙ;ሻܴሺᇱ݂஢஡gஒ஑gെ ൌ ஢ஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂  
  :اگر همين كار را يك بار ديگرانجام دهيم خواهيم داشت
 ஡஑gδఙఉ;ሻܴሺᇱ݂஢஡gஒ஑g ൌ ஢ஒ;஡஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂  (5)
  :داريم( 4)به طور مشابه براي جمله آخر رابطه 
    ஒ஑gδఙఘ;ሻܴሺᇱ݂஢஡gஒ஑g ൌ ஢஡;ஒ஑gδ஢஡gஒ஑gሻܴሺᇱ݂  (6)
  :جاگذاري كنيم داريم( 4)را در ( 6)و ( 5)اگر 
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)7(
  ߜܣ ൌ
׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ
ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ ൅ ሾg஑ஒg஡஢݂ᇱሺܴሻ;ఉఙδg஑஡ െ
g஑ஒg஡஢݂ᇱሺܴሻ;ఘఙδg஑ஒሿ  
مينك يم هدافتسا ريز لومرف زا رخآ هلمج ود يارب يارب لااح:  
)8(  ߜg஛ம ൌ െg஑஛gஒமδg஑ஒ  
  ߜܣ ൌ
׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ
ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ ൅
ൣg஑ஒg஡஢݂ᇱሺܴሻ;ఉఙ൫െg஑஛g஡மδg஛ம൯ െ g஑ஒg஡஢݂ᇱሺܴሻ;ఘఙ൫െg஑஛gஒமδg஛ம൯൧ሽ 
 ߜܣ ൌ
׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ
ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ െ ൣδ஛
ஒδம
஢݂ᇱሺܴሻ;ఉఙδg஛ம െ
δ஛
ஒ݂ᇱሺܴሻ;ఘఙg஡஢gஒமδg஛ம൧ሽ  
)9(  
  ߜܣ ൌ ׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ ଵଶ ݂ሺܴሻg஑ஒߜg
஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ െ ൣ݂ᇱሺܴሻ;ఒథδg஛ம െ
݂ᇱሺܴሻ;ఘఙg஡஢g஛மδg஛ம൧ሽ 
 رد ار موس هلمج)9 ( رييغت ابߣ ՜ ߙ, Ԅ ՜ β ميسيون يم ريز لكش هب:  
  ݂ᇱሺܴሻ;ఒథδg஛ம ൌ ݂ᇱሺܴሻ;ఈఉδg஑ஒ ൌ ݂ᇱሺܴሻ;ఢఏg஫஑g஘ஒδg஑ஒ 
ميراد هباشم روط هب زين مراهچ هلمج يارب:  
  ݂ᇱሺܴሻ;ఘఙ ൌ g஡୧g஢୨݂ᇱሺܴሻ;௜௝ 
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مينك يم يراذگاج ار ود نيا لااح:  
  ߜܣ ൌ
׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ
ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ െ ൣ݂ᇱሺܴሻ;ఢఏg஫஑g஘ஒδg஑ஒ െ
g஡୧g஢୨݂ᇱሺܴሻ;௜௝g஡஢g஛மδg஛ம൧ሽ  
 هلمجمينك يم هداس ار مراهچ:  
  g஡୧g஢୨݂ᇱሺܴሻ;௜௝g஡஢g஛மδg஛ம ൌ ݂ᇱሺܴሻ;௜௝ߜ௜ఙg஢୨g஛மδg஛ம ൌ ݂ᇱሺܴሻ;௜௝g௜௝g஛மδg஛ம ൌ
݂ᇱሺܴሻ;ఢఏgఢఏg஑ஒδg஑ஒ 
 لكش هب ار اه سيدنا قوف هلمج رد تياهنرد هكߣ ՜ ߙ, Ԅ ՜ β  و݅ ՜ ߳  وj՜ ߠ ميا هداد رييغت . لااح
 رد ار مراهچ و موس هلمج)9 (مينك يم يراذگاج:  
  ߜܣ ൌ
׬ ݀ସݔඥെ݃ሼെ
ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒߜg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉߜg஑ஒ െ ൣ݂ᇱሺܴሻ;ఢఏg஫஑g஘ஒδg஑ஒ െ
݂ᇱሺܴሻ;ఢఏgఢఏg஑ஒδg஑ஒ൧ሽ 
  ߜܣ ൌ ׬ ݀ସݔඥെ݃ߜg஑ஒሼെ ଵଶ ݂ሺܴሻg஑ஒ ൅ ݂
ᇱሺܴሻܴఈఉ െ ݂ᇱሺܴሻ;ఢఏሺg஫஑g஘ஒ െ
gఢఏg஑ஒሻሽ  
ميراد دشاب هنيمك شنك شدرو دياب نوچ:  
)10(  ߜܣ ൌ 0 
 سيدنا رييغت اب  تياهن رد هك߳ ՜ ߩ  وߠ ՜ ߪ دمآ تسد هب ميتساوخ يم هك يا هطبار:  
)11(  െ ଵ
ଶ
݂ሺܴሻg஑ஒ ൅ ݂ᇱሺܴሻܴఈఉ െ ݂ᇱሺܴሻ;ఘఙሺg஡஑g஢ஒ െ gఘఙg஑ஒሻ ൌ 0  
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   تضميمه 
 به روش پالاتيني ଶܴ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵوردش چگالي لاگرانژي 
  :استفاده مي كنيم 1محاسبات زير از رابطه زير موسوم به رابطه پالاتينيدر 
   ሻୡୠୟΓδሺୢ׏ െ ሻୢୠୟΓδሺୡ׏ ൌ ௗ௖௕௔ܴߜ  (1)
  ሻୡୠୡΓδሺୢ׏ െ ሻୢୠୡΓδሺୡ׏ ൌ ௗ௕ܴߜ ൌ ௗ௖௕௖ܴߜ  (2)
  .را بدست مي آوريم ܏ابتدا معادله 
 ሻଶRgെඥሺδxସd ׬ ൌ ࣦδxସd ׬ ൌ Sδ  (3)
 ଶRδgെඥ ൅ ൯gെඥ൫δଶR ൌ ൯ଶRgെඥ൫δ ൌ ࣦδ  
  :جمله اول عبارت است از
Rgെඥ ଶଵ െ ൌ ൯gെඥ൫δଶR  
 ஒ஑gδஒ஑gଶ
  :و جمله دوم به شكل زير محاسبه مي شود
൅ ஒ஑gδஒ஑RRgെඥ2 ൌ ൯ஒ஑Rஒ஑g൫δRgെඥ2 ൌ RδRgെඥ2 ൌ ଶRδgെඥ  
 ஒ஑Rδஒ஑gRgെඥ2
هستند  ها در روش پالاتيني وردش تانسور ريچي نسبت به متريك صفر است زيرا اين تانسور تابع هموستار
  :پس براي چگالي لاگرانژي داريم. كه  آنها هم مستقل از متريك هستند
                                                            
 noitauqe initalaP ١
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  δࣦ ൌ δ൫ඥെgRଶ൯ ൌ Rଶδ൫ඥെg൯ ൅ ඥെgδRଶ ൌ െ ଵଶ ඥെgR
ଶg஑ஒδg஑ஒ ൅
2ඥെgRR஑ஒδg஑ஒ ൌ ඥെg ቂെ
ଵ
ଶ
Rଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒቃ δg஑ஒ 
  δS ൌ ׬ dସxδ൫ඥെgRଶ൯ ൌ ׬ dସxඥെg ቂെ ଵଶ R
ଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒቃ δg஑ஒ ൌ 0 
 ره يارب قوف ترابعδg஑ஒ يارب يتح دشاب رارق رب دياب هاوخلد δgஒ஑ . تسا نراقتم كيرتم هك يياجنآ زا
دشاب نراقتم دياب شنك لارگتنا رد نآ بيرض هك دوش يم هجيتن .ميراد يزاس هداس كي اب هجيتن رد:  
)4(  R ቀRሺ஑ஒሻ െ ଵସ g஑ஒRቁ ൌ 0  
 هلداعم دعب هلحرم ردડ ميروآ يم تسدب ار .ميريگب شدرو اه راتسومه هب تبسن دياب تمسق نيا رد.  
  δࣦ ൌ δ൫ඥെgRଶ൯ ൌ Rଶδ൫ඥെg൯ ൅ ඥെgδRଶ ൌ 0 ൅ 2ඥെgRδ൫g஑ஒR஑ஒ൯ ൌ
2ඥെgRg஑ஒδ൫R஑ஒ൯ ൌ 2ඥെgRg஑ஒൣ׏ୡ൫δΓୡ஑ஒ൯ െ ׏ஒሺδΓୡ஑ୡሻ൧ 
  δS ൌ
2 ׬ dସxඥെgRg஑ஒൣ׏ୡ൫δΓୡ஑ஒ൯ െ ׏ஒሺδΓୡ஑ୡሻ൧ ൌ 2 ׬ dସxඥെgRg஑ஒ׏ୡ൫δΓୡ஑ஒ൯ െ
ඥെgRg஑ஒ׏ஒሺδΓୡ஑ୡሻ   
  δS ൌ
2 ׬ dସxሾ׏ୡൣඥെgRg஑ஒδΓୡ஑ஒ൧ െ ׏ୡሾRඥെg g஑ஒሿδΓୡ஑ஒ െ ׏ஒൣඥെgRg஑ஒδΓୡ஑ୡ൧ ൅
׏ஒሾRඥെgg஑ஒሿδΓୡ஑ୡ ሿ  
دوش يم رفص و تسا لماك سناژرويد موس و لوا هلمج  
   δS ൌ 2 ׬ dସxሼെ׏ୡሾRg஑ஒඥെ݃ሿ δΓୡ஑ஒ ൅ ׏ஒൣRඥെgg஑ஒ൧δΓୡ஑ୡ ሽ  
   δS ൌ 2 ׬ dସxሼെ׏ୡሾg஑ஒRඥെ݃ሿ ൅ δୡஒ׏ୢൣRඥെgg஑ୢ൧ሽδΓୡ஑ஒ ൌ 0   
   െ׏ୡሾg஑ஒRඥെ݃ሿ ൅ δୡஒ׏ௗൣRඥെgg஑ୢ൧ ൌ 0   
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  0 ൌ ሿRஒ஑g݃െඥሾୡ׏  (5)
  . معادلات ميدان مورد نظر در روش وردشي پالاتيني هستند( 5)و ( 4)معادلات 
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  ث ضميمه
 به روش پالاتيني ሻఔఓܴఔఓܴሺ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵوردش چگالي لاگرانژي  
  .را بدست مي آوريم ܏ابتدا معادله . در ذهن داشته باشيد ترا از ضميمه ( 2)و ( 1)قبل از شروع روابط 
 ሻߥߤܴߥߤܴgെඥሺδxସd ׬ ൌ ࣦδxସd ׬ ൌ Sδ  (1) 
൅ ൯gെඥ൫δߥߤܴߥߤܴ ൌ ൯ߚߙܴߥߤܴµ஑g஝ஒggെඥ൫δ ൌ ൯ߥߤܴߥߤܴgെඥ൫δ ൌ ࣦδ  
gδߥߤܴߚߙܴ஝ஒggെඥ ൅ ߚߙܴδߥߤܴµ஑g஝ஒggെඥ ൅ ߥߤܴδߚߙܴµ஑g஝ஒggെඥ
൅ µ஑
  ஝ஒgδߚߙܴߥߤܴµ஑ggെඥ
  .جمله دوم و سوم به علت مسقل بودن تانسور ريچي از متريك صفر مي باشند
ܴߥߤܴgെඥ൫δ ൌ ࣦδ 
ܴߥߤܴ ൌ ൯ߚߙܴߥߤܴµ஑g஝ஒggെඥ൫δ ൌ ൯ߥߤ
൅ ൯gെඥ൫δߥߤ
gδߥߤܴߚߙܴ஝ஒggെඥ
െ ൌ ஝ஒgδߚߙܴߥߤܴµ஑ggെඥ ൅ µ஑
ଵ
ܴߥߤܴgെඥ ଶ
൅ ஒ஑gδஒ஑gߥߤ
ߙܴgെඥ
gδߥߤܴ஝
െ ൌ ஝ஒgδߚߙܴߥߙܴgെඥ ൅ µ஑
ଵ
ܴߥߤܴgെඥ ଶ
൅ ஒ஑gδஒ஑gߥߤ
ߙܴgെඥ
gδߥߚܴ஝
  ஑ஒgδߚߥܴߙߥܴgെඥ ൅ ஒ஑
  .مرتب كرده ايم ߚߙكه در مرحله آخر شاخص هاي سه جمله را بر حسب 
ܴߥߤܴ ଶଵ െቄ gെඥ ൌ ࣦδ  (2)
ߙܴ ൅ ஒ஑gߥߤ
ܴ ൅ ߥߚܴ஝
ߥ
  ஑ஒgδ ቅߚߥܴߙ
ܴߥߤܴ ଶଵ െቄ gെඥxସd ׬ ൌ ࣦδxସd ׬ ൌ Sδ  
ߙܴ ൅ ஒ஑gߥߤ
ܴ ൅ ߥߚܴ஝
ߥ
  0 ൌ ஑ஒgδ ቅߚߥܴߙ
  :بدست مي آيد ܏معادله كه بدين ترتيب 
ଵ െ  (3)
ଶ
ܴߥߤܴ
ߙܴ ൅ ஒ஑gߥߤ
ܴ ൅ ߥߚܴ஝
ߥ
  0 ൌ ߚߥܴߙ
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به علت مستقل بودن متريك وهموستار جمله (2)در معادله . بدست مي آوريمرا  ડدر مرحله بعد معادله 
  .هاي اول، چهارو و پنجم صفر مي باشند
൅ ߥߤܴδߚߙܴµ஑g஝ஒggെඥ ൌ ൯ߚߙܴߥߤܴµ஑g஝ஒggെඥ൫δ ൌ ൯ߥߤܴߥߤܴgെඥ൫δ ൌ ࣦδ  
ܴgെඥ2 ൌ ߚߙܴδߥߤܴµ஑g஝ஒggെඥ
  ߥߤܴδߥߤ
െ ൯νµcΓδ൫c׏ൣߥߤܴgെඥxସd ׬ 2 ൌ ߥߤܴδߥߤܴgെඥxସd ׬ 2 ൌ ࣦδxସd ׬ ൌ Sδ  
Γδ൫ν׏
c
  ൌ ൧൯cµ
انجام داديم انتگرال جزء به جزء مي گيريم و سپس جمله هاي  ت ضميمهدر اين مرحله مشابه كاري كه در 
  :نتيجه برابر است با.ديورژانس كامل را كنار مي گذاريم
ൌ Sδ 
ܴgെඥ൫ν׏ൣxସd ׬ 2
ܴgെඥ൫c׏ െ cµcΓδ൯ߥߤ
ൌ ൧νµcΓδ൯ߥߤ
cδቂ xସd ׬ 2
ܴgെඥ൫ν׏t
ܴgെඥ൫c׏ െ tµcΓδ൯ߥߤ
  ቃtµcΓδ൯ݐߤ
ܴgെඥ൫ν׏tcδቂ xସd ׬ 2 ൌ Sδ  
ܴgെඥ൫c׏ െ ൯ߥߤ
  0 ൌ tµcΓδ ቃ൯ݐߤ
  :كه در نتيجه داريم
  0 ൌ ሻ௧ఓܴgെ√ሺୡ׏ െ ሻఔఓܴgെ√ሺ஝׏୲ୡδ  
  0 ൌ ሻ௧ఓܴgെ√ሺୡ׏  (4)
 .معادلات ميدان مورد نظر در روش وردشي پالاتيني هستند( 4)و( 3)معادلات 
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  جضميمه 
 به روش پالاتيني ሻௗ௖௕௔ܴௗ௖௕௔ܴሺ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵوردش چگالي لاگرانژي 
  .را بدست مي آوريم ܏ابتدا معادله . در ذهن داشته باشيد ترا از ضميمه ( 2)و ( 1)قبل از شروع روابط 
  ሻܾܴܾܴ݀ܿܽ݀ܿܽ݃െඥሺߜݔସ݀ ׬ ൌ ࣦߜݔସ݀ ׬ ൌ ܵߜ  (1)
  (2)
ൌ ൯ߥߤߪߩܴܾܴ݀ܿܽ஝ୢgµୡg஢ୠg஡ୟggെඥ൫δ ൌ ቁܾܴܾܴ݀ܿܽ݀ܿܽgെඥቀ δ ൌ ࣦδ  
ܴܾܴ݀ܿܽ
൅ ஡ୟgδ஝ୢgµୡg஢ୠgߥߤߪߩܴܾܴ݀ܿܽgെඥ ൅ ൯gെඥ൫δܾ݀ܿܽ
൅ µୡg஝ୢg஢ୠg஡ୟgߥߤߪߩܴܾܴ݀ܿܽgെඥ ൅ ஢ୠgδ஝ୢgµୡg஡ୟgߥߤߪߩܴܾܴ݀ܿܽgെඥ
  ஝ୢgδ஝ୢgµୡg஢ୠg஡ୟgߥߤߪߩܴܾܴ݀ܿܽgെඥ
1 െ ൌ ࣦδ  
ܾܴ݀ܿܽߚߙ݃gെඥ 2
൅ ஒ஑gδ஝ୢgµୡg஢ୠgߥߤߪߚܴܾ݀ܿߙܴgെඥ ൅ ஒ஑gδܾܴ݀ܿܽ
൅ ஒ஑gδ஝ୢg஢ୠg஡ୟgߥߚߪߩܴ݀ߙܾܴܽgെඥ ൅ ஒ஑gδ஝ୢgµୡg஡ୟgߥߤߚߩܴ݀ܿߙܴܽgെඥ
  ஒ஑gδµୡg஢ୠg஡ୟgߚߤߪߩܴߙܾܴܿܽgെඥ
ൌ ࣦδ
جابه جايي شاخص ها جمله چهارم و پنجم را به شكل زير ساده مي با استفاده از خواص تانسور ريمان در 
  كنيم
൅ ݀ߚܾܴܽ݀ߙܾܴܽ ൌ µୡg஢ୠg஡ୟgߚߤߪߩܴߙܾܴܿܽ ൅ ஝ୢg஢ୠg஡ୟgߥߚߪߩܴ݀ߙܾܴܽ  
ܴߙܾܴܿܽ
ܾܿܽ
ܴ݀ߙܾܴܽ2 ൌ ߚ
ܾܽ
ߚ
ߙܾܴܽ2 ൌ ݀
  ݀ߚܾܴܽ݀
  براي جمله دوم داريم
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  ܴఈ௕௖ௗܴఉఙఓఔgbσgcµgdν ൌ ܴఈ௕௖ௗܴఉ௕௖ௗ 
ميراد زين موس هلمج يارب  
  ܴܽߙܴܿ݀ߩߚߤߥgୟ஡gୡµgୢ஝ ൌ ܴܽߙܴܿ݀ܽߚܿ݀  
ميراد هجيتن رد:  
  ߜࣦ ൌ ඥെg ൤െ 12 ݃ߙߚܴܾܴܽܿ݀
ܾܽܿ݀ ൅ 2ܴܾܽߙ
ܴܾ݀ܽߚ݀ ൅ ܴߙܾܴܿ݀ߚ
ܾܿ݀ ൅
ܴܽߙ
ܴܿ݀ܽߚܿ݀ቃ δg஑ஒ 
  ߜܵ ൌ ׬ ݀ସݔߜࣦ ൌ ׬ ݀ସݔඥെg ൤െ 12 ݃ߙߚܴܾܴܽܿ݀
ܾܽܿ݀ ൅ 2ܴܾܽߙ
ܴܾ݀ܽߚ݀ ൅
ܴߙܾܴܿ݀ߚ
ܾܿ݀ ൅ ܴܽߙ
ܴܿ݀ܽߚܿ݀ቃ δg஑ஒ ൌ 0  
 هلداعم يارب نيا رب انب܏ تشاد ميهاوخ:  
)3(  
 െ ଵ
ଶ
݃ఈఉܴ௔௕௖ௗܴ௔௕௖ௗ ൅ 2ܴ௔௕ఈ
ௗܴ௔௕ఉௗ ൅ ܴఈ௕௖ௗܴఉ
௕௖ௗ ൅ ܴ௔ఈ
௖ௗܴ௔ఉ௖ௗ ൌ
0 
 هلداعم دعب هلحرم ردડ ار ميروآ يم تسدب .ميريگب شدرو اه راتسومه هب تبسن دياب تمسق نيا رد.  
 هطبار رد)2 (ميراد هجيتن رد دوش يم رفص كيرتم شدرو هب طوبرم تلامج مامت  
  δࣦ ൌ δ൫ඥെgܴ௔௕௖ௗܴ௔௕௖ௗ൯ ൌ ඥെgሼܴ௔௕௖ௗδሺܴ௔௕௖ௗሻ ൅ ܴ௔௕௖ௗδሺܴ௔௕௖ௗሻሽ  ൌ
ඥെg ቄܴ௔௕௖ௗδ ቀ݃௔ఘܴఘ௔௕௖ௗቁ ൅ ܴ௔௕௖ௗδ൫g
஢ୠgஒୡδgµୢܴ௔ఙఉఓ൯ቅ ൌ
ඥെgሼܴ௔௕௖ௗ݃௔ఘδሺܴఘ௔௕௖ௗሻ ൅ ܴ௔௕௖ௗg஢ୠgஒୡδgµୢδ൫ܴ௔ఙఉఓ൯ሽ ൌ
ඥെgሼܴఘ
௕௖ௗ
δሺܴఘ௔௕௖ௗሻ ൅ ܴ௔
ఙఉఓδ൫ܴ௔ఙఉఓ൯ሽ  ൌ 2ඥെgܴఘ
௕௖ௗδሺܴఘ௔௕௖ௗሻ  
 
 δࣦ ൌ 2ܴߩ
ܾܿ݀δ൫ܴߩܾܽܿ݀൯ ൌ 2ඥെgܴߩ
ܾܿ݀൛׏c൫δΓ
ρ
bd൯ െ ׏d൫δΓ
ρ
bc൯ൟ  
 ٩٠١    
 
ߩܴgെඥݔସ݀ ׬ 2 ൌ ࣦߜݔସ݀ ׬ ൌ ܵߜ 
ܾ݀ܿ
Γδ൫c׏൛
ρ
Γδ൫d׏ െ ൯db
ρ
   ൟ൯cb
انجام داديم انتگرال جزء به جزء مي گيريم و سپس جمله هاي  ت ضميمهدر اين مرحله مشابه كاري كه در 
  :نتيجه برابر است با. ديورژانس كامل را كنار مي گذاريم
ൌ ܵߜ  
ߩܴgെඥ൬ d׏൜ ݔସ݀ ׬ 2 ൌ ࣦߜݔସ݀ ׬ 2
ܾ݀ܿ
ߩܴgെඥ൬ c׏ െ cbρΓδ ൰
ܾ݀ܿ
ൌ ൠdbρΓδ ൰
ߩܴgെඥ൬ m׏൜ ݔସ݀ ׬ 2
ܾ݉ܿ
ߩܴgെඥ൬ c׏ െ cbρΓδ ൰
ܾ݀ܿ
ൌ ൠdbρΓδ ൰
cδ൜ ݔସ݀ ׬ 2
ߩܴgെඥ൬ m׏d
ܾ݉ܿ
ߩܴgെඥ൬ c׏ െ dbρΓδ ൰
ܾ݀ܿ
ൌ ൠdbρΓδ ൰
cδ൜ ݔସ݀ ׬ 2
ߩܴgെඥ൬ m׏d
ܾ݉ܿ
ߩܴgെඥ൬ c׏ െ ൰
ܾ݀ܿ
 0 ൌ dbρΓδ ൠ൰
ୡδ 
ఘܴgെ√ቀ ୫׏ୢ
௠௖௕
ఘܴgെ√ቀ ୡ׏ െ ቁ
ௗ௖௕
  0 ൌ ቁ
در خط . در جمله اول است ݉به  ݀كه در خط دوم تنها تغييري كه داديم، تغيير شاخص 
  :در نتيجه داريم. ها را هم شاخص كرديم تا بتوانيم از آن فاكتور بگيريم ୢୠ஡Γδسوم نيز 
  0 ൌ ቁௗ௖௕ఘܴgെ√ቀ ୡ׏  (4)
  .معادلات ميدان در روش وردشي پالاتيني هستند( 4)و ( 3)معادلات 
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   چضميمه 
  به روش ساختار مقيد مرتبه اول ଶܴ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵوردش كنش 
ቄ ൌ ஒ஑µΓدر اين روش كنش مساله به علت وجود قيد 
ߤ
  :به شكل زير تغيير مي كند ቅߚߙ
ቄ െ βαµΓቀ βαµΛ ൅ ଶܴቄ ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵ  (1)
ߤ
    ቅቁቅߚߙ
  :به شكل زير܏ معادلات و  ડمعادلات ميدان عبارت اند از معادله 
ࣦఋ  ( 2)
ಊಉµ୻ఋ
µΛ  ൅ ୥|
    0 ൌ ஒ஑
ࣦఋ  (3)
ಊಉ୥ఋ
  0 ൌ ఉఈܤ݃െඥ ൅ ୻|
ضرايب لاگرانژ را بدست  ડابتدا با وردش نسبت به . الگوي محاسبات به شكلي است كه در متن ارائه شد
  :يعني داريم. اين كار در قسمت هاي قبلي ضميمه انجام شده است. مي آوريم
  (4)
ࣦఋ  
ಊಉµ୻ఋ
ୡδ൛2 ൌ ୥|
ୡδ2 ൌ ୥|ൟሿ݃െඥRஒ஑gሾୡ׏ െ  ൧ୢ஑ggെඥRൣௗ׏ஒ
െ Rୢ׏ୢ஑ggെඥஒ
ୡδ൫gെඥ2 ൌ Rୡ׏ஒ஑g݃െඥR2
ୡδ െ Rୢ׏ୢ஑gஒ
   ൯Rୢ׏ஒ஑gୢ
  0 ൌ ஒ஑௖Λgെඥ ൅ ൯Rୢ׏ஒ஑gୢୡδ െ Rୢ׏ୢ஑gஒୡδ൫gെඥ2  (5)
معادله . از آنجا كه فرض كرده ايم هموستار ها متقارن اند نتيجه مي شود كه ضرايب لاگرانژ نيز متقارن اند
  :به شكل زير باز نويسي مي كنيم ஑ஒ௖Λرا براي ( 5)
  0 ൌ ஑ஒ௖Λgെඥ ൅ ൯Rୢ׏஑ஒgୢୡδ െ Rୢ׏ୢஒg஑ୡδ൫gെඥ2   (6)
  را جمع مي كنيم( 6)و ( 5)روابط 
ൌ ஒ஑௖Λ ൅ ஑ஒ௖Λ ൅ Rୢ׏஑ஒgୢୡδ2 െ Rୢ׏ୢஒg஑ୡδ2 ൅ Rୢ׏ஒ஑gୢୡδ2 െ Rୢ׏ୢ஑gஒୡδ2  
  0
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ميراد نوچ߉௖ఈఉ ൌ ߉௖ఉఈ تشاد ميهاوخ تسا نراقتم زين كيرتم و:  
  2δୡஒg஑ୢ׏ୢR െ 4δୡୢg஑ஒ׏ୢR ൅ 2δୡ஑gஒୢ׏ୢR ൅ 2Λ௖஑ஒ ൌ 0  
)7(  Λ௖஑ஒ ൌ ሺ2δୡୢg஑ஒ െ δୡ
ஒ
g஑ୢ െ δୡ
஑gஒୢሻ׏ୢR  
 يدعب هلحرم رد  هلداعم܏  ارميروآ يم تسدب . هميمض رد لابق ار راك نيات ميداد ماجنا  
 زا تسا ترابع هجيتن:  
  ఋࣦ
ఋ୥ಉಊ
|୻ ൌ ඥെg ቂെ
ଵ
ଶ
Rଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒቃ  
 
 هلداعم قبط)3 (ميراد:  
)8(  ඥെg ቂെ ଵଶ R
ଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒቃ ൅ ඥെgܤఈఉ ൌ 0  
 لااحܤఈఉ مينك يم هبساحم ار:  
  ඥെ݃ܤఈఉ ؠ െ ଵଶ ඥെ݃׏
ୡሺΛஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒሻ  
 هطبار زا لااح)7 (مينك يم هبساحم ار قوف ژنارگلا بيرض هس.  
  Λ௖ఈఉ ൌ ሺ2δୡୢg஑ஒ െ gୡஒδ஑ୢ െ gୡஒδ஑ୢሻ׏ୢR  
  Λఈ௖ఉ ൌ ሺ2δ஑ୢgୡஒ െ g஑ஒδୡୢ െ g஑ஒδୡୢሻ׏ୢR  
  Λఉఈୡ ൌ ሺ2δஒୢg஑ୡ െ gୡஒδ஑ୢ െ gஒୡδ஑ୢሻ׏ୢR  
  Λஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒ ൌ ൛2δஒୢg஑ୡ െ gୡஒδ஑ୢ െ gஒୡδ஑ୢ ൅ 2δ஑ୢgୡஒ െ g஑ஒδୡୢ െ
g஑ஒδୡ
ୢ െ 2δୡ
ୢg஑ஒ ൅ gୡஒδ஑
ୢ ൅ gୡஒδ஑
ୢൟ׏ୢR  
  Λஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒ ൌ ൛2δஒୢg஑ୡ ൅ 2δ஑ୢgୡஒ െ 2g஑ஒδୡୢ െ 2δୡୢg஑ஒൟ׏ୢR  
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  ׏ୡሾΛஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒሿ  ൌ
൛2δஒ
ୢg஑ୡ ൅ 2δ஑
ୢgୡஒ െ 2g஑ஒδୡ
ୢ െ 2δୡ
ୢg஑ஒൟ׏ୢ׏ୡR ൌ ൛2δஒ
ୢ׏ୢ׏஑ܴ ൅
2δ஑
ୢ׏ୢ׏ஒR െ 2g஑ஒ׏ୢ׏ୢR െ 2g஑ஒ׏ୢ׏ୢRൟ ൌ 4׏ୢ׏ஒR െ 4g஑ஒ׏ୢ׏ୢR     
)9(  ܤఈఉ ൌ 2g஑ஒ׏ୢ׏ୢR െ 2׏ୢ׏ஒR  
 رگا)9 ( رد ار)8 (تشاد ميهاوخ ميهد رارق:  
  ඥെg ቂെ ଵଶ R
ଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒቃ ൅ ඥെgൣ2g஑ஒ׏ୢ׏ୢR െ 2׏ୢ׏ஒR൧ ൌ 0  
)10(  െ ଵ
ଶ
Rଶg஑ஒ ൅ 2RR஑ஒ ൅ 2g஑ஒ׏ୢ׏ୢR െ 2׏ୢ׏ஒR ൌ 0  
 طسوت لابق ار هلداعم نيا هكميدروآ تسدب يكيرتم شدرو.  
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  حضميمه 
ଵ ൌ ܵوردش كنش 
ఞ
  به روش ساختار مقيد مرتبه اول ఔఓܴఔఓܴ݃െඥݔସ݀ ׬
ቄ ൌ ஒ஑µΓدر اين روش كنش مساله به علت وجود قيد 
ߤ
  :به شكل زير تغيير مي كند ቅߚߙ
ቄ െ ஒ஑µΓቀ ஒ஑µΛ ൅ ஝µR஝µRቄ gെඥxସd ׬ ൌ S  (1)
µ
    ቅቁቅβα
  (:حساب كرديمقبلا جمله اول كنش زير را در )داريم  Γبراي معادله 
  0 ൌ ஒ஑µΓδൟஒ஑µΛ ൅ ൧൯ஒ஑Rgെඥ൫ୡ׏ െ ൯஝஑Rgെඥ൫஝׏ஒୡδൣ2൛ ൅ xସd ׬ ൌ Sδ  
  0 ൌ ஒ஑µΛgെඥ ൅ ൧൯ஒ஑Rgെඥ൫ୡ׏ െ ൯஝஑Rgെඥ൫஝׏ஒୡδൣ2  (2)
  نيز مي نويسيم ஑ஒµΓبراي 
µΛgെඥ ൅ ൧൯஑ఉܴgെඥ൫ୡ׏ െ ൯ఔఉܴgെඥ൫஝׏஑ୡδൣ2  (3)
஑ஒ
  0 ൌ
  :اگر اين دو را جمع كنيم خواهيم داشت
µΛgെඥ  
ஒ஑
ୡδ െ ൯ఉఈܴgെඥ൫ୡ׏2 ൌ
ୡδ െ ൯ఔఈܴgെඥ൫஝׏ஒ
    ൯ఔఉܴgെඥ൫஝׏஑
از داخل پرانتز ها  gെඥكه البته چون در وردش گيري نسبت به هموستار متريك ثابت فرض مي شود، 
  :بيرون مي آيد
  ൯ఔఉܴ൫஝׏஑ୡδ െ ሻఔఈܴሺ஝׏ஒୡδ െ ൯ఉఈܴ൫ୡ׏2 ൌ ஒ஑µΛ  (4)
ࣦఋ)داريم  ܏براي معادله 
ಊಉ୥ఋ
  (:محاسبه كرديم قبلادر را  ୻|
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  ఋࣦ
ఋ୥ಉಊ
|୻ ൅ ඥെ݃ܤఈఉ ൌ 0  
)5(  െ ଵ
ଶ
ܴߤߥܴ
ߤߥg஑ஒ ൅ ܴߙ
஝ܴߚߥ ൅ ܴ
ߥ
ߙܴߥߚ ൅ ඥെ݃ܤߙߚ ൌ 0  
 هبساحم هب لاحܤఈఉ  ميزادرپ يم ريز هلداعم قبط ژنارگلا بيارض قيرط زا:  
  ඥെ݃ܤఈఉ ؠ െ ଵଶ ඥെ݃׏
ୡሺΛஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒሻ  
  Λୡ஑ஒ ൌ 2׏ୡ൫R஑ஒ൯ െ gୡஒ׏஝ሺܴఈఔሻ െ gୡ஑׏஝൫ܴఉఔ൯  
  Λ஑ୡஒ ൌ 2׏஑൫Rୡஒ൯ െ g஑ஒ׏஝ሺܴ௖ఔሻ െ g஑ୡ׏஝൫ܴఉఔ൯  
  Λஒ஑ୡ ൌ 2׏ஒሺR஑ୡሻ െ gஒୡ׏஝ሺܴఈఔሻ െ gஒ஑׏஝ሺܴ௖ఔሻ  
  Λஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒ ൌ 2׏ஒሺR஑ୡሻ െ gஒୡ׏஝ሺܴఈఔሻ െ gஒ஑׏஝ሺܴ௖ఔሻ ൅ 2׏஑൫Rୡஒ൯ െ
g஑ஒ׏஝ሺܴ௖
ఔሻ െ g஑ୡ׏஝൫ܴఉ
ఔ൯ െ 2׏ୡ൫R஑ஒ൯ ൅ gୡஒ׏஝ሺܴఈ
ఔሻ ൅ gୡ஑׏஝൫ܴఉ
ఔ൯ ൌ
2׏ஒሺR஑ୡሻ ൅ 2׏஑൫Rୡஒ൯ െ 2g஑ஒ׏஝ሺܴ௖
ఔሻ െ 2׏ୡ൫R஑ஒ൯ ൌ  
  െ ଵ
ଶ ඥെ݃׏
ୡ൫Λஒ஑ୡ ൅ Λ஑ୡஒ െ Λୡ஑ஒ൯ ൌ
െ ଵ
ଶ ඥെ݃൛4׏ஒ׏
ୡሺR஑ୡሻ െ 2g஑ஒ׏஝׏ୡሺܴ௖
ఔሻ െ 2׏ୡ׏ୡ൫R஑ஒ൯ൟ ൌ
ඥെ݃൛׏ୡ׏ୡ൫R஑ஒ൯ ൅ g஑ஒ׏஝׏ୡሺܴ௖
ఔሻ െ 2׏ஒ׏ୡሺR஑ୡሻൟ  
)6(  ඥെ݃ܤఈఉ ൌ ඥെ݃൛׏ୡ׏ୡ൫R஑ஒ൯ ൅ g஑ஒ׏஝׏ୡሺܴ௖ఔሻ െ 2׏ஒ׏ୡሺR஑ୡሻൟ  
 رگا لاح)6 ( رد ار)5 (ميراد ميهد رارق  
)7(  
  െ ଵ
ଶ
ܴߤߥܴ
ߤߥg஑ஒ ൅ ܴߙ
஝ܴߚߥ ൅ ܴ
ߥ
ߙܴߥߚ ൅ ׏ୡ׏ୡ൫R஑ஒ൯ ൅ g஑ஒ׏஝׏ୡሺܴ௖ఔሻ െ
2׏ஒ׏ୡሺR஑ୡሻ ൌ 0  
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  گفته شد داريم تكه در ضميمه ( 1)طبق نكته 
  Rᇝஒ஑g ଶଵ ൌ ሻఔ௖ܴሺୡ׏஝׏ஒ஑g ൌ ሻఔ௖ܴሺୡ׏஝׏ஒ஑g  
  همان ضميمه ( 3)و طبق نكته 
  σρRσβραR2 ൅ βα;R െ cβ;cαR2 ൌ ఉఔܴఈఔܴ2 ൌ ఉఔܴఈఔܴ ൅ ఔఉܴνఈܴ  
  :جاگذاري مي كنيم( 7)حالا آنها را در . مي باشد
ଵ െ  
ଶ
ܴߥߤܴ
൅ ஒ஑Rᇝ ൅ ஢஡R஢ஒ஡஑R2 ൅ ஒ஑;R െ ୡஒ;ୡ஑R2 ൅ ஒ஑gߥߤ
ଵ
ଶ
െ Rᇝஒ஑g
  0 ൌ ሻୡ஑Rሺୡ׏ஒ׏2
  جاگذاري مي كنيم  تضميمه ( 2)نكته  رابطه بالا از.جمله دوم  و جمله آخر با هم ساده مي شوند
ଵ െ  
ଶ
ܴߥߤܴ
൅ ஒ஑Rᇝ ൅ ஢஡R஢ஒ஡஑R2 ൅ ஒ஑;R െ ஒ஑gߥߤ
ଵ
ଶ
  0 ൌ Rᇝஒ஑g
  .اين معادله اي است كه قبلا در روش متريكي بدسست آورديم
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  خضميمه 
  (91-3)و ( 71- 3)يح در مورد روابط توض
هستد و   ܲ ൌ ௜௜ܶو  ߩ ൌ ௧௧ܶെ ൌ ௧௧ܶو اين كه براي ماده كامل ( 6-2)با توجه به معادله ميدان 
  :استفاده از رد معادله اين دو معادله بدست مي آيند
݃ఉఈ݃ െ ஒ׏஑׏൫ െ ఉఈ݃ ଶሻோሺ௙ െ ఉఈܴሻܴሺᇱ݂  
 ఉఈܶ ൌ ሻܴሺᇱ݂൯ஒ׏஑׏ఉఈ
محاسبه براي حالتي كه تانسور ماده داريم سر راست . در بند الف، اين معادله ميدان براي خلاء بدست آمد)
 (. است
െ ଴଴ܴሻܴሺᇱ݂ ൌ ଴଴ܶ ൌ ߩ 
ሻோሺ௙
ଶ
 ሻܴሺᇱ݂ሻᇝ଴଴݃ െ ଴׏଴׏ሺ െ ଴଴݃
  :نتيجه عبارت است از. را حساب كرد ଴଴ܴبا استفاده از رايانه و يا به طور دستي مي توان 
ܪݍ3െ ൌ ௔ሷ௔ 3 ൌ ଴଴ܴ  
 ଶ
و در بند چ گفتيم كه نتيجه عبارت داخل پرانتز  1െ ൌ ଴଴݃و طبق قرار دادي كه در قبل ذكر شد 
௔ሺ3െ
ሶ
௔
  :جه داريمدر نتي. است ሶܴ ሻܴሺᇱᇱ݂ሻ
௙ െ ଶܪݍሻܴሺᇱ݂3െ ൌ ଴଴ܶ ൌ ߩ  (1)
ሻோሺ
ଶ
௔ሺ3 ൅
ሶ
௔
  ሶܴ ሻܴሺᇱᇱ݂ሻ
 .بطه فشار نيز بدست  مي آيدابا استفاده از رد معادله ميدان و معادله چگالي كه بدست آورديم ر
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  (42-3)استخراج معادلات مربوط به 
در فصل مربوط به شرايط انرژي چهار مدل بررسي شده روش اسخراج معادلات مربوط به آن ها مشابه 
  . جهت اطلاع يكي از آن ها مورد بررسي قرار مي گيرد. است
  ௡ܴߙ ൅ ܴ ൌ ሻܴሺ݂  (1)
  ଵି௡ܴߙ݊ ൅ 1 ൌ ሻܴሺᇱ݂  
 ଶି௡ܴߙሻ1 െ ݊ሺ݊ ൌ ሻܴሺᇱᇱ݂  
  :داريم( 41- 3)ز با استفاده ا
െ ݊ሺ݊ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺସ଴ܪ63 ൅ ൯ଵି௡଴ܴߙ݊ ൅ 1൫ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6 ൅ ௡଴ܴߙ ൅ ଴ܴ  
଴ܴߙሻ1
  0 ൒ ଶି௡
  |଴ܴ|െ ൌ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6െ ൌ ଴ܴ  :مي دانيم
  మబு଺బோ െ ൌ ଴ݍ െ 1  
బோ ൌ ସ଴ܪ63  
మ
మሻబ௤ିଵሺ
  
ଶିబ௤ିబ௝ ؠ ܣ  
మሻబ௤ିଵሺ
  
  حال چهار عبارت فوق را در عبارت اول جاگذاري مي كنيم
െ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6 ൅ ௡ሻ|଴ܴ|െሺߙ ൅ ሻ଴ݍ െ 1ሺଶ଴ܪ6െ  
଴ܪ6
ᇥᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇣሻ଴ݍ െ 1ሺଶ
|బோ|ି
ሺ ൅ ଵି௡ሻ|଴ܴ|െሺߙ݊
బோ
మ
మሻబ௤ିଵሺ
െ ଶି௡ሻ|଴ܴ|െሺߙଶ݊ሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺሻ
బோ ሺ
మ
మሻబ௤ିଵሺ
  0 ൒ ଶି௡ሻ|଴ܴ|െሺ݊ߙሻ2 െ ଴ݍ െ ଴݆ሺሻ
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  0 ൒ ௡ሻ|଴ܴ|െሺ݊ߙܣ െ ௡ሻ|଴ܴ|െሺߙଶ݊ܣ ൅ ௡ሻ|଴ܴ|െሺߙ݊ െ ௡ሻ|଴ܴ|െሺߙ  
  0 ൒ ௡ሻ1െሺ݊ߙܣ െ ௡ሻ1െሺߙଶ݊ܣ ൅ ௡ሻ1െሺߙ݊ െ ௡ሻ1െሺߙ  
  0 ൒ ሽ݊ߙܣ െ ߙଶ݊ܣ ൅ ߙ݊ െ ߙሼ௡ሻ1െሺ  
  0 ൒ ሻ1 ൅ ݊ሻ1 ൅ ܣሺ െ ଶ݊ܣሺ௡ሻ1െሺߙ  (2)
  .مي باشد كه  مشابه روش بالا بدست مي آيد (62- 3)شرط بعدي 
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  دضميمه 
  (4-4)رابطه  تاثبا
  :بدست آمد داريم ثبا استفاده از رابطه زير كه در ضميمه 
ሼ ሻோሺᇲ௙ଵ ൌ ఉఈܴ  
ଵ
ଶ
  ሽሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ஒ஑gሻܴሺ݂
ൌ Rஒ஑g ଶଵ െ ఉఈܴ ൌ ఉఈܩ  
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵሼ
ଶ
െ ሽሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ஒ஑gሻܴሺ݂
ଵ
ଶ
ൌ Rஒ஑g
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵሼ
ଶ
െ ሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ஒ஑gሻܴሺ݂
ଵ
ଶ
ൌ ሽሻܴሺᇱ݂Rஒ஑g
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵሼ
ଶ
  ሽሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾஒ஑g
  :در نتيجه داريم
ؠ ୣ୴୰୳ୡஒ஑T  (1)
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵሼ
ଶ
 ሽሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾஒ஑g
  
  و روابط منتج از آن( 7-4)توضيحاتي در مورد رابطه ( پ
          روشي كه براي استخراج معادلات ميدان در اينجا استفاده شده است، روش كانونيكال كردن كنش
به عنوان متغيير هاي مستقل در نظر گرفته  ܴو اسكالر ريچي  ܽدر اين روش ضريب مقياس . است( 1-4)
عد از محاسبه مي بينيم كه واكر انتخاب كنيم ب -رابرتسون  -حال اگر متريك مساله را فريدمان . مي شوند
ሷ௔൤ 6െ ൌ ܴرابطه 
௔
ሶ௔ቀ ൅
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
با استفاده از روش ضرايب لاگرانژ . به عنوان يك قيد بدست مي آيد ൨
  :جمله قيدي به شكل زير به منش مساله اضافه مي شودكه در فصل قبل توضيح داده شد 
ቀ ൅ ௔ሷ௔൤ 6 ൅ ܴ൬ ߣ െ ሻܴሺ݂൜ ݃െඥݔସ݀ ׬ ൌ ܵ  (2)
ሶ௔
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
   ൠ൰൨
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با جاگذاري اين نتيجه، . ሻܴሺᇱ݂ ൌ ߣوردش بگيريم بدست مي آوريم  ܴحال اگر از كنش فوق نسبت به 
  :كنش به صورت زير تغيير مي كند
ቀ ൅ ௔ሷ௔൤ 6 ൅ ܴ൬ ሻܴሺᇱ݂ െ ሻܴሺ݂൜ ݃െඥସ݀ ׬ ൌ ܵ  
ሶ௔
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
  ൠ൰൨
  :مي نويسيم يعني 1نقطه اي-حالا كنش به شكل شبهه
ቀ ൅ ௔ሷ௔൤ 6 ൅ ܴ൬ ሻܴሺᇱ݂ െ ሻܴሺ݂൜ ݃െඥ ݐ݀ ׬ ݔଷ݀  ׬ ൌ ܵ  (3)
ሶ௔
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
  ൠ൰൨
௥ ሻݐሺଷܽ ൌ ݃െඥواكر داريم  –رابرتسون  - از آنجايي كه براي متريك فريدمان 
మ
మ௥௞ିଵ√
، وقتي كنش را 
نقطه اي مي نويسيم در واقع اين كار بدين معني است كه ما علاقه مند به محاسبه يك -به شكل شبهه
تخراج رفتار چون كنش ما به طور غير صريح تابع زمان است و هدف ما اس. قسمت يك بعدي كنش هستيم
  : ديناميكي معادلات است، در اينجا ما تنها علاقه مند به كار با قسمت زماني كنش هستيم
௥  ׬ ൌ ܵ  
మ
మ௥௞ିଵ√
൤ 6 ൅ ܴ൬ ሻܴሺᇱ݂ ൅ ሻܴሺ݂൜ ଷܽ ݐ݀ ׬ ݔଷ݀
ሷ௔
௔
௔ቀ ൅
ሶ
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
  ൠ൰൨
  :پس تعريف مي كنيم
ቀ ൅ ௔ሷ௔൤ 6 ൅ ܴ൬ ሻܴሺᇱ݂ െ ሻܴሺ݂൜ ሻݐሺ ଷܽ ݐ݀ ׬ ؠ ሻ௩௥௨௖ሺܣ  (4)
ሶ௔
௔
ቁ
ଶ
௞ ൅
మ௔
 ൠ൰൨
  :سپس از روش انتگرال گيري جزء به جزء استفاده مي كنيمحال كنش فوق را ساده كرده و 
ܽ 6 െ ௔ሷ௔ ሻܴሺᇱ݂ଷܽ 6 െ ܴሻܴሺᇱ݂ଷܽ  െ ሻܴሺ݂ ଷܽ ሼݐ݀ ׬ ൌ ሻ௩௥௨௖ሺܣ  
ሶ௔ቀ ሻܴሺᇱ݂ଷ
௔
ቁ
ଶ
െ
௞ ሻܴሺᇱ݂ଷܽ 6
మ௔
 ሽ
                                                            
 ekil‐tniop ١
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  (5)
െ ሻܴሺᇱ݂ܽଶ ሶܽ 6 െ ሻܴሺᇱ݂ଶܽ  ሷܽ 6 െ ܴሻܴሺᇱ݂ଷܽ  െ ሻܴሺ݂ ଷܽ ሼݐ݀ ׬ ൌ ሻ௩௥௨௖ሺܣ  
 ሽ݇ሻܴሺᇱ݂ܽ6
  :جمله سوم را به صورت زير ساده مي كنيم
ୢ 6 ൌ ሻܴሺᇱ݂ଶܽ  ሷܽ 6  
୲ୢ
ௗ ሶܽ ଶܽ6 െ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ ܽ21 െ ሻ ሶܽ ሻܴሺᇱ݂ଶaሺ
௧ௗ
 ሻܴሺᇱ݂
اگر از عبارت فوق نسبت به زمان انتگرال بگيريم جمله اول سمت راست يك مشتف كامل است و به علت 
براي جمله آخر نيز از مشتق گيري زنجيره اي استفاده مي . شرايط مرزي انتگرال زماني آن صفر مي شود
  :كنيم
ௗ   
௧ௗ
௙ௗ ൌ ሻܴሺᇱ݂
ሻோሺᇲ
ோௗ
ோௗ
௧ௗ
  ሶܴ ሻܴሺᇱᇱ݂ ൌ
  :طبق توضيحات بالا جاگذاري مي كنيم ሻܴሺᇱ݂ଶܽ  ሷܽ 6به جاي ( 5)حال در 
െ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ଶܽ6 ൅ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ ܽ21 ൅ ܴሻܴሺᇱ݂ଷܽ  െ ሻܴሺ݂ ଷܽ ሼݐ݀ ׬ ൌ ሻ௩௥௨௖ሺܣ  
 ሽ݇ሻܴሺᇱ݂ܽ6 െ ሻܴሺᇱ݂ܽଶ ሶܽ 6
  :بعد از ساده سازي داريم
െ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ଶܽ6 ൅ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ ܽ6 ൅ ሻܴሻܴሺᇱ݂ െ ሻܴሺ݂ሺ ଷܽ ሼݐ݀ ׬ ൌ ሻ௩௥௨௖ሺܣ  
 ሽ݇ሻܴሺᇱ݂ܽ6
  :حال كنش را به شكل زير مي نويسيم
  ൯ ሶܴ ,ܴ ; ሶܽ ,ܽ൫ࣦ ݐ݀ ׬ ൌ ሻ௩௥௨௖ሺܣ 
  :كه تعريف كرده ايم
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  (6)
െ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ଶܽ6 ൅ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ ܽ6 ൅ ൯ሻܴሺᇱ݂ܴ െ ሻܴሺ݂൫ଷܽ ൌ ൯ ሶܴ ,ܴ ; ሶܽ ,ܽ൫ࣦ  
 ݇ሻܴሺᇱ݂ܽ6
  (01-4)تا ( 8- 4)استخراج روابط ( ج
لاگرانژ براي متغير هاي مستقل مساله به شكل معمول و شرط  –معادلات حركت  از معادلات اولر 
در اينجا چون ماده از مساله حذف شده است يعني مساله را در حالت خلاء . هاميلتوني بدست مي آيند
  .بررسي مي كنيم هاميلتوني كل صفر است
  :لاگرانژ براي ضريب مقياس عبارت است از –معادله اولر 
డ  (7)
௧డ
ࣦడቀ
ሶ௔డ
ࣦడ െ ቁ
௔డ
  0 ൌ
డ  
௧డ
െ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ 6 െ ሿሻܴሺᇱ݂ܴ െ ሻܴሺ݂ሾଶܽ3 െ ቁሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ଶܽ6 ൅ ሻܴሺᇱ݂ሶܽ ܽ21ቀ
 0 ൌ ᇱ݂݇6 ൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ܽ21
൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሷܴ ଶܽ6 ൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ܽ21 ൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ܽ21 ൅ ሻܴሺᇱ݂ሷܽ ܽ21 ൅ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ 21 
൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ሶܽ ܽ21 െ ሻܴሺᇱ݂ଶ ሶܽ െ ሻܴሺᇱ݂ܴଶܽ3 ൅ ሻܴሺ݂ଶܽ3 െ ሻܴሺᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ ଶܽ6
 0 ൌ ሻܴሺᇱ݂݇6
 :مي رسيم (8- 4)با كمي ساده سازي به راحتي به معادله 
  (8)
௔ቀ 2 
ሷ
௔
௔ሺ ൅ ቁ
ሶ
௔
௞ ൅ ଶሻ
మ௔
ଵ െ ൌ
ሻோሺᇲ௙
௔ቀ 2ሼ
ሶ
௔
െ ሻܴሺᇱᇱᇱ݂ଶ ሶܴ ൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሷܴ ൅ ሻܴሺᇱᇱ݂ ሶܴ ቁ
ଵ
ଶ
 ሻ௩௥௨௖ሺ݌െ ൌ ሽሿሻܴሺᇱ݂ܴ െ ሻܴሺ݂ሾ
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 رلوا هلداعم– يارب ژنارگلا يچير رلاكسا زا تسا ترابع:  
)9(  డ
డ௧
ቀడࣦ
డோሶ
ቁ െ డࣦ
డோ
ൌ 0 
 12ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሷ݂ܽᇱᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሶܽ డ
డ௧
݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ ܽଷܴ݂ᇱᇱሺܴሻ െ 6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱᇱሺܴሻ െ
6ܽଶ ሶܽ డ
డ௧
݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6݂݇ܽᇱᇱሺܴሻ ൌ 0 
 6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሷܽ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ ܽଷܴ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6݂݇ܽᇱᇱሺܴሻ ൌ 0 
)10( ݂ᇱᇱሺܴሻ ൜ܴ ൅ 6 ൤௔ሷ
௔
൅ ቀ௔
ሶ
௔
ቁ
ଶ
൅ ௞
௔మ
൨ൠ ൌ 0  
تسا ريز لكش هب ينوتليماه ندوب رفص طرش:  
)11(  ࣢ ൌ ݍሶ డࣦ
డ௤ሶ
െ ࣦ ൌ 0 
 ريغتم هيلك يور عمج لوا هلمج هكتسا هلاسم لقتسم ياه.  
  ࣢ ൌ ሶܽൣ12ܽ ሶܽ ሷܽ ݂ᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ൧ ൅ ሶܴ ሾ6ܽଶ ሶ݂ܽᇱᇱሺܴሻሿ െ ൣܽଷ൫݂ሺܴሻ െ
ܴ݂ᇱሺܴሻ൯ ൅ 6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሶܽ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ െ 6݂ܽᇱሺܴሻ݇൧ ൌ 0 
 ࣢ ൌ 12ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሶܽ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6 ሶܴ ܽଶ ሶ݂ܽᇱᇱሺܴሻ െ ܽଷ൫݂ሺܴሻ െ ܴ݂ᇱሺܴሻ൯ െ
6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱሺܴሻ െ 6ܽଶ ሶܽ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ 6݂ܽᇱሺܴሻ݇ ൌ 0 
 ࣢ ൌ 6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱሺܴሻ ൅ 6ܽଶ ሶܽ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ െ ܽଷሾ݂ሺܴሻ െ ܴ݂ᇱሺܴሻሿ ൅ 6݂ܽᇱሺܴሻ݇ ൌ 0 
 6ܽ ሶܽ ଶ݂ᇱሺܴሻ ൅ 6݂ܽᇱሺܴሻ݇ ൌ െ6ܽଶ ሶܽ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ ܽଷሾ݂ሺܴሻ െ ܴ݂ᇱሺܴሻሿ 
)12(  
 ቀ௔ሶ
௔
ቁ
ଶ
൅ ௞
௔మ
ൌ ଵ
ଷ
ଵ
௙ᇲሺோሻ
ቄଵ
ଶ
ሾ݂ሺܴሻ െ ܴ݂ᇱሺܴሻሿ െ 3 ቀ௔ሶ
௔
ቁ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻቅ ൌ ଵ
ଷ
ߩሺ௖௨௥௩ሻ  
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  (51-4)و ( 41-4)استخراج روابط 
اگر از همين الگو براي تعريف فشار و . تكانه قطري است –مي دانيم براي يك ماده كامل تانسور انرژي 
  :چگالي انرژي خلاء استفاده كنيم داريم
଴଴ܶ െ ؠ ௩௥௨௖ߩ  (31)
௩௥௨௖
଴଴ܶ ൌ
 ௩௥௨௖
௜௜ܶ ؠ ௩௥௨௖݌  (41)
௩௥௨௖
 
براي متريك فريدمان   (-)+ + + اگر از علامت . هريك از سه مولفه فضايي اين تانسور است ௩௥௨௖௜ ௜ܶكه 
  :واكر استفاده كنيم داريم –رابرتسون  -
ൌ ୣ୴୰୳ୡஒ஑T  
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵሼ
ଶ
ൌ ሽሻஒ஑gఙఘg െ ஒ஢g஑஡gሺఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾஒ஑g
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵ ሼ
ଶ
     ሽܴᇝஒ஑g െ ఉఈ;ሻRሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾஒ஑g
 
 ఘ;ఘ;ሻܴሺᇱ݂ ൌ ఙఘ;ሻܴሺᇱ݂ఙఘg ൌ ܴᇝكه تعريف كرده ايم 
ൌ ୣ୴୰୳ୡ଴଴T 
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵ ቄ
ଶ
ൌ ቅܴᇝ଴଴g െ ଴଴;ሻRሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾ଴଴g
ଵ
ሻோሺᇲ௙
ଵ ቄ
ଶ
  ቅܴᇝ െ ଴଴;ሻRሺᇱ݂ ൅ ሿሻܴሺᇱ݂R െ ሻܴሺ݂ሾ
  :به طور دستي يا با راينه مي توان جمله آخر را محاسبه كرد
ሶ௔ሺ3 ൅ ଶ ሶܴ ሻܴሺᇱᇱ݂ ൅ ሶܴ ሻܴሺᇱᇱᇱ݂ ൌ ܴᇝ  
௔
 ሶܴ ሻܴሺᇱᇱ݂ሻ
  :جمله دوم نيز به شكل زير ساده مي شود
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  ݂ᇱሺܴሻ;଴଴ ൌ డడ௧ ൬
డ
డ௧
݂ᇱሺܴሻ൰ ൌ డ
డ௧
ቀడ௙
ᇲሺோሻ
డோ
డோ
డ௧
ቁ ൌ డ
డ௧
൫݂ᇱᇱሺܴሻ ሶܴ ൯ ൌ ݂ᇱᇱᇱሺܴሻ ሶܴ ൅
݂ᇱᇱሺܴሻ ሶܴ ଶ 
تشاد ميهاوخ مينك يراذگاج ار قوف تارابع رگا:  
)15(  ߩ௖௨௥௩ ൌ T଴଴ୡ୳୰୴ୣ ൌ െ
ଵ
௙ᇲሺோሻ
ቄ ଵ
ଶ
ሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ െ 3ሺ௔
ሶ
௔
ሻ݂ᇱᇱሺܴሻ ሶܴ ቅ  
يارب   يژرنا روسنات در زا راشف– مينك يم هدافتسا شمخ هناكت:  
  ܶ ؠ ݐݎܽܿ݁൫ ఈܶఉ௖௨௥௩௘൯ ൌ െߩ ൅ 3݌ ൌ
ଵ
௙ᇲሺோሻ
g஑ஒ ቄ ଵ
ଶ
g஑ஒሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ ൅
݂ᇱሺRሻ;ఈఉ െ g஑ஒᇝܴቅ  
 ܶ ൌ ൛2ሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ ൅ ݂ᇱሺRሻ;ఈ
;ఈ െ 4ܴൟ ൌ ሼ2ሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ െ 3ᇝܴሽ 
 െߩ ൅ 3݌ ൌ 2ሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ െ 3ᇝܴ 
 ݌ ൌ ଵ
ଷ
ሼߩ ൅ ሺ2ሾ݂ሺܴሻ െ R݂ᇱሺܴሻሿ െ 3ᇝܴሻሽ  
 يراذگاج ابᇝܴ تفاي ميهاوخ تسد راشف يارب رظن دروم ترابع هب رصتخم يزاس هداس كي و يلاگچ و:  
)16(  
 ݌ሺ௖௨௥௩ሻ ൌ െ
ଵ
௙ᇲሺோሻ
ቄ2 ቀ௔ሶ
௔
ቁ ሶܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ ሷܴ ݂ᇱᇱሺܴሻ ൅ ሶܴ ଶ݂ᇱᇱᇱሺܴሻ െ ଵ
ଶ
ሾ݂ሺܴሻ െ ܴ݂ᇱሺܴሻሿቅ 
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  ذضميمه 
  (ب-01- 5)وردش رابطه 
  δ+1R وردش كنش
  L∫+ =S x d Sm G4 
χδ R g G11با در نظر گرفتن چگالي لاگرانژي 
  :كنيم وردش كنش را به صورت زير محاسبه مي L− =+
m G m4 4, 
x d g g T S x d S S1
2
νμ
  L∫ ∫− − = + =δ δ δ δ δνμ
  .است تكانه-تانسور انرژي baTكه 
  L⎦ ⎣+ − + − = − =⎤ ⎡+ +χ χδ δ δ δ δδ δ δR R 1 g R g R g1 1 G1 1) ( ) () ( 
; ; 
) ( , 1
2
  + − = − − = −δ δ δ δ δ δνμ βα νμ βν αμ νμνμ νμ βα νμg R g g g g R g g g g
جـزوه تكميلـي دكتـر . )شـد اي اسـت كـه جداگانـه آورده خواهـد كه عبارت سمت راست نتيجه محاسـبه 
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Abstract  
This thesis has considered the existence of anisotropic exact vacuum solutions 
in the context of higher order gravities. The investigated models generally are 
a  function  of  three  scalars R , R஑ஒR஑ஒ  and Rµ஝஑ஒRµ஝஑ஒ .    Near  singularity, 
dominant  terms  in  the  expansion  of  analytic  type  of  these  functions  are  in 
terms  of R୬ (practically Rଵାஔ,  for  indicating  deviation  from  Einstein‐Hilbert 
action), ሺR஑ஒR஑ஒሻ୬ or ሺRµ஝஑ஒRµ஝஑ஒሻ୬. Investigation  shows  that  there  always 
exists Kasner type solutions in R୬ and ሺR஑ஒR஑ஒሻ୬ models. But, in the third type 
model, anisotropic Kasner type solution has not been found. Furthermore, the 
behavior of these models in the presence of matter has been investigated, and 
it has been revealed that these solutions are always valid for relativistic matter, 
however this is not true for some non relativistic matter. Moreover, the energy 
condition  for ܴଵାఋ  model  in  vacuum  has  been  investigated  and  has  been 
shown  that  the application of  four energy conditions  (weak, null,  strong and 
dominant)  lead  to one  constraint on ߜ. Usually  in an accelerating expansion, 
the strong energy condition is violated. In our particular model, the violation of 
this condition  leads  to a negative energy density. However  this  result means 
that the strong energy condition must be satisfied in this model which in turn 
means an anisotropic expansion  follows with a deceleration.  In addition  in a 
vacuum  state,  defining  energy  and  pressure  density  for  gravity  leads  to  an 
equation of  state of  radiation. Hence,  investigating  energy  conditions  shows 
that  the  Kasner  metric  can  be  approximately  a  good  solution  even  in  the 
presence of relativistic and ultra relativistic matters. 
 
Keywords: higher order gravity, singularity, Kasner type solution, anisotropic solution, 
relativistic mattet, non relativistic matter, ultra relativistic matter, energy condition, 
accelerating expansion, deceleration 
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